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❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❘é♠✐ ●✐❧❧❡r♦♥✱ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬■s❛✲
❜❡❧❧❡ ❚❡❧❧✐❡r ❡t ▼❛r❝ ❚♦♠♠❛s✐ q✉✐ ♦♥t ❝♦✲❡♥❝❛❞ré ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❧✐❜❡rté
q✉✬✐❧ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ré✉♥✐♦♥s✱ ♣❛r❢♦✐s très ❛♥✐♠é❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡r ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
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t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❖❙❚❘❆❘❊✳ ▼❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❍❛❤♥✲▼✐ss✐
❚r❛♥ q✉✐ s✬❡st ❝❤❛r❣é ❛✈❡❝ ❜r✐♦ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ①❝r❢✱ ❡t q✉✐ ❛ s✉♣♣♦rté
♠❡s ✐♥❝❡ss❛♥t❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❉❛♥✐❡❧ ▼✉s❝❤✐❝❦ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉
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✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①tr❛✐t❡s✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
à ❡①tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣r✐sé❡ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ E ∩C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡①tr❛✐t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✐①
① ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✸✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✷ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✺ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é✳ ▲✬❛rêt❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡st ❛❥♦✉té❡ ♣♦✉r ♠♦✲
r❛❧✐s❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✻ ●r❛♣❤❡ ♥♦♥ tr✐❛♥❣✉❧é ✭❛♣rès ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲✬❛rêt❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡st ❛❥♦✉té❡
♣♦✉r tr✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✼ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✸✳✽ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❞é❝♦ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✾ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳ ✺✼
✸✳✶✵ ❱✉❡ ❛✉t♦♠❛t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✶✶ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✶✷ ❤♠♠ ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S = {(❛❛❛, 012), (❛❜❜, 013)}✳ ✻✵
✸✳✶✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠❡♠♠ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✶✹ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞✉ s✐t❡ ❙❧❛s❤❞♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✶✺ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝r❢ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✶✻ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s②♥✲
t❛①✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✶✼ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝r❢s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✶✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ rss✳ ❈❡t ❛r❜r❡
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞❡ ❙❧❛s❤❞♦t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✹✳✷ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞❡ ❙❧❛s❤❞♦t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✹✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✷✲❝r❢s✳ Yni ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ♣èr❡
Yn ❡t ❞❡ s❡s ✜❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✹ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ✐t❡♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝
❧❡s ✷✲❝r❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✺ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ Yni ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ Yn✱ ❞❡ s❡s
❢rèr❡s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t s✉✐✈❛♥t✱ ❡t ❞❡ s❡s ✜❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✻ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ✐t❡♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝
❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✽ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ✾✸
✹✳✾ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✶ ❆r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞✉ s✐t❡ ❙❧❛s❤❞♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✷ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✸ ❊①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✹ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
①✐
✺✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❡s ♥÷✉❞s
t❡①t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✻ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✉① ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✮
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✼ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✉① ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✮
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✽ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✺✳✾ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡
❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✻✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭❤❛✉t✮ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❆❧❧▼♦✈✐❡✑
❡t ❞❡ s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭❜❛s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✻✳✹ ❊①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss 2.0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✻✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉① rss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✻✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✉ ❝♦r♣✉s ❙❧❛s❤❞♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✻✳✼ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ rss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✻✳✽ ❋❧✉① rss ♣♦✉r ✏❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✑ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ rss✳ ✳ ✳ ✶✺✺
❆✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
①✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✸ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✸ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳✶✵✷
✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✺ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳✶✵✹
✺✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ✶✶✸
✺✳✷ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r✲
♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ✶✶✺
✺✳✹ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r✲
♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✻ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡
✏♥♦r♠❛❧✑ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝r❢s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✼ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡
✏♥♦r♠❛❧✑ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝r❢s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ▲❛
❝♦❧♦♥♥❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✸✲❝r❢s s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✹ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❳▼▲▼✐♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✻✳✺ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲▼✐♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✻✳✻ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① rss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✻✳✼ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s rss ❣é♥érés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
❆✳✶ ❆ttr✐❜✉ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❆✳✷ ❆ttr✐❜✉ts t❡①t✉❡❧s ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
①✐✐✐
①✐✈ ▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶ ❉♦♠❛✐♥❡ ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❉❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ❞✉ ❲❡❜✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s❡♠✐✲str✉❝t✉ré❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥✲
❞ér❛♥t✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ①♠❧ ✭❡❳t❡♥s✐❜❧❡ ▼❛r❦✉♣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡✈❡♥✉ ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t s✉r ❧❡ ❲❡❜ ♦✉ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①♠❧ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s très ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ♦r✐❡♥tés
❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✱
à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦✐t ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡t
❛✐♥s✐ ❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ♣❧✉tôt ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❛✉ ❢♦r♠❛t ①❤t♠❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r♠✐ ❝❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s
très ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❛ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❞❡ t❡❧s ❛r❜r❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳
❊❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ①♠❧ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡♥✈♦②és ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❝♦♥♥✉✳
▲✬❛✉tr❡ ♥é❝❡ss✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❲❡❜✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❲❡❜ ❡st
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✉ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ❢♦r♠❛t ①♠❧✱ ●♦♦❣❧❡ é✈❛❧✉❛♥t
❡♥ ✷✵✵✺ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❲❡❜ à ✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ tér❛♦❝t❡ts✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ré✉t✐✲
❧✐s❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❡✐❧❧❡ s✉r ❧❡ ❲❡❜✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❡ t❡♥✐r ✐♥❢♦r♠é
❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉tés ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ss✐ ✈❛r✐és q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡
ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❝❧✐♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s ❜❛❧❛❞❡✉rs ▼P✸✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡
❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❡t ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s s✐t❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❝❡s
❞♦♠❛✐♥❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧❡s r❡ç♦✐✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ①♠❧ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s❛✈❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t
❝♦♥♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡ s✉r ❞❡s s✐t❡s ❲❡❜✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡s ✢✉① rss✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛t ①♠❧ ❞❡ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✐st❡r ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s
❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉✬✉♥ t✐tr❡✱ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ✈❡rs ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛rt✐❝❧❡✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s✳
✶
✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■❧ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❲✸❈ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ①s❧t ✭❡❳t❡♥s✐❜❧❡ ❙t②❧❡s❤❡❡t ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮ ❡t
①s❧t ✷✳✵✶✳ ❉✬❛✉tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ t❡❧s q✉❡ P②✲
t❤♦♥ ♦✉ P❡r❧ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❞❡s s❝r✐♣ts ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧✳ ➱❝r✐r❡ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❣r❛♠♠❡s r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
tâ❝❤❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝❤❛r❣és ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡ t❡❧s
s②stè♠❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ s♦♥ rô❧❡ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ❢♦✉r♥✐r ❛✉ s②stè♠❡ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ s✐t❡s ❲❡❜✱ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡✈r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♥♥♦✲
t❡r s✉r q✉❡❧q✉❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❧✬✐♥tér❡ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t✐tr❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❡ rés✉♠é ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦rt✐❡
♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs s②stè♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ✇r❛♣♣❡rs✱ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞✐✈❡rs❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s t✐tr❡s✱ ♥♦♠s ❞✬❛✉t❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❞❛t❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts s❡♠✐✲
str✉❝t✉rés t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s sé♣❛ré♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦♥❛❞✐q✉❡s✱ ♦✉ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ✭♦✉
r❡❧❛t✐♦♥s✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭t✐tr❡✱❛✉t❡✉r✱❞❛t❡✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥✲❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❑♦s❛❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❈❛r♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❛❪✱
❜❛sés s✉r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s✱ ❢✉r❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s✲
❝❡♥t❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦♥❛❞✐q✉❡s
❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥✲❛✐r❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬●✐❧❧❡r♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❡✉① ❞❡ ❬▼✉s❧❡❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱
▲❡♠❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧✳
▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛②❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❝❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s✲
❝❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ❝❡❧❧❡s
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴❚❘✴①s❧t✷✵
✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✸
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳
✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s ②
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐①
♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♣é❝✐✜❝✐tés✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r
✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞✬❡♥tré❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ ❡t
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡
❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❞✬❡♥tré❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞✉ t②♣❡ ✿ r❡♥♦♠♠❡r ♦✉ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞✱
s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ ❡t❝✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✲
✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s tâ❝❤❡s ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉r♥és ✈❡rs ❧❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞✬♦♣t❡r ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝❡✉①✲❝✐ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s❛❝❤❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡
❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡
♠❛①✐♠✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛❜♦r❞♦♥s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t s✉❥❡ts à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st très ❢réq✉❡♥t ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ♣❛r♠✐ ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①♠❧ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬❡st t♦✉r♥é ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❬▲❛✛❡rt② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♦✉ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s
✭❝r❢s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s à ✈❛❧❡✉r ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s t❡sts s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦rt❡r à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t s✉r
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝r❢s ♥✬❛✈❛✐t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t été q✉❡ très ♣❡✉
✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❛❞❛♣té à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❈♦❤♥ ❛♥❞ ❇❧✉♥s♦♠✱ ✷✵✵✺❪
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❧❛♥❣✉❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❡t ❥❛♠❛✐s ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❝r❢s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢✱
❛♣♣❡❧é ✸✲❝r❢✱ ❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❝❡s
❛✉t♦♠❛t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s ✸✲❝r❢s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❧✐é❡ ❛✉① ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t à ❣ér❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❢♦✐s très ❣r❛♥❞❡✱ ❞é♣❛ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s 5000 ♥÷✉❞s ♣♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❞❛♣té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝r❢s s✉r ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ♦✉tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞✬❛r✐té ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ s✬✐♥s♣✐r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✭❱✐t❡r❜✐✱ ❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞✮ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■♥s✐❞❡✲❖✉ts✐❞❡
❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❤♦rs✲❝♦♥t❡①t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❛✐♥s✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡
♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝r❢s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ s♦♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s t②♣❡s
❞❡ ❝r❢s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐❡♥♥❡♥t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ❝❧✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣❡✉t ✈❡♥✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜❡❧s✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐r❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♠❛✐s ❡♥tr❛î♥❡♥t ❛✉ss✐
✉♥❡ ❤❛✉ss❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à
❝♦♠♣♦s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦✉r ❛♣✲
♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝r❢ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝r❢s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s✲tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣✲
♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞❡s
✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és ✺
rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r s❛ ♣❛rt
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s✲tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t sé✲
q✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡
❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❞é✜♥✐s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞❡
♣❛❣❡s ❲❡❜✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ✢✉①
rss ❡♥ ❛♥♥♦t❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛❣❡s ❞✬✉♥ s✐t❡ ❲❡❜✳ ❈❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❛♥♥♦t❡ ❧❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❞❡ ❝❡ s✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✬❛r❜r❡
①❤t♠❧ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❛✉ ❢♦r♠❛t rss✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝ré❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉①
rss ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛❣❡s ❞✉ ♠ê♠❡ s✐t❡ ❲❡❜✳ ▲❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠❡t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✉
❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳
✸ ❚r❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ s♦✐❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❝❡♥t✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ♥♦s tr❛✈❛✉①
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝✐♥q ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡①✲
❤❛✉st✐✈❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❈❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❛♥❞ ❋✉s❡❧✐❡r✱ ✷✵✵✺❪ tr❛✐t❡♥t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❤t♠❧ ❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞♦♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❝♦♥♥✉✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ré❞✉✐s❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞❡s ❛r❜r❡s ❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❤t♠❧ s♦♥t ❛♥♥♦tés sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r
❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ①♠❧ ❝✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s
❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ♣ré❞✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❤♦rs✲❝♦♥t❡①t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♦✉ ♣❝❢❣ ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❈♦♥t❡①t✲❋r❡❡ ●r❛♠♠❛r✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢❛✐t t♦✉t❡✲
❢♦✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡
s♦rt✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❝✉❜✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ✭♣❧✉s ❞❡ 1000 ♥÷✉❞s✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉r✲
q✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❡s ❝r❢s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬●❛❧❧✐♥❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r
❛♣♣r❡♥❞r❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝r❢s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✐t été ♣r♦❞✉✐t à ♣❛rt✐r
✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❡❧❧❡
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ t✐r❡r q✉❡ très ♣❡✉ ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r
❣é♥ér❡r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té
❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭str✉❝t✉r❡ ❡t ❝♦♥t❡♥✉✮ ✈✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❡❛r♥ ❬❉❛✉♠é ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ q✉✐ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s ❛✉①
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ♠❛✐s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝✲
t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ✉♥ ♠ét❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥✬❛✐t ♣❛s été ✉t✐❧✐sé ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡
❜✐❡♥ ❛❞❛♣té✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣r♦❝é❞❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡s✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ❝r❢s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ✭✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❡t ♥♦♥ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✳
❙✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❡❛r♥ ❡t ❞❡ ▲❛❙❖ ❬❉❛✉♠é ■■■ ❛♥❞ ▼❛r❝✉✱ ✷✵✵✺❪✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✐s♠ ✭■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ❬▼❛❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣❛r❝♦✉rt✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡s
❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❣é♥èr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭s✉♣♣r✐♠❡r ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❧✬✐♥sér❡r s♦✉s ✉♥ ♥÷✉❞
❡①✐st❛♥t✱ ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧✬✐♥sér❡r✱ ❡t❝✳✮✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❣é♥éré ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✛r❡
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡t ♣♦ssè❞❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝r❢s✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ♣❤❛s❡
❞❡ t❡st✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❧❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❙❡❛r♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t
❞✬❡♥tré❡✳
❊♥✜♥✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ r❡st❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s s❝❤é♠❛s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t
❞❡ s♦rt✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥t❡rr♦❣❡r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭①♠❧ ♦✉
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❉❤❛♠❛♥❦❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❧s❞ ❡t ✐▼❆P✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r s❡
❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ✶✲✶✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥❝❡s ♦ù à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛
❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦✉✈❡rt à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ▲❡
s②stè♠❡ ✐▼❆P✱ ♣♦✉r s❛ ♣❛rt✱ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ♦ù ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts s♦✉r❝❡s
✭❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s✳
✹✳ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✼
✹ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❡♥ ❧❡s ❛♥♥♦t❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐✲
r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❡♥ q✉♦✐
❝♦♥s✐st❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❛r❜r❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡t ❞✬❛r❜r❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ② s❡r♦♥t ❛✉ss✐ ❛❜♦r❞é❡s✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣♦✉r s❛ ♣❛rt à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❞✐r✐❣és ❡t ♥♦♥ ❞✐r✐❣és✮ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t
♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ❡t ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✭♦✉ ❝r❢s✮ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s ② ❞é❝r✐r♦♥s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❝r❢s ❛❞❛♣tés ❛✉① ❛r❜r❡s✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐✲
r♦♥s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ◆♦✉s
t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
♣r♦♣♦sés s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥t ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦✛r❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝r❢s✱
ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s❡r♦♥s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝r❢ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❞é✜♥✐s ❝❤❛❝✉♥ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡s ❞❡✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡r♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts à ❞✐✈❡rs❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ à ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t sé♣❛ré❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡
s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ♦r✐❡♥té ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ①❤t♠❧✱ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ①♠❧
♦r✐❡♥té ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❝♦♥s✐st❛♥t
❡♥ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳
✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❲❡❜ r❡❣♦r❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❝❡rt❡s très ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s
q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré✉t✐❧✐s❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❞❡ t❡❧s
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❲❡❜✱ ❝❡❧❧❡s✲
❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❢♦r♠❛ts ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t ❞❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❛♥s
✉♥ ❢♦r♠❛t ❝♦♥♥✉✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ❲❡❜ ét❛♥t ❛✉ ❢♦r♠❛t ①♠❧✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡sq✉❡❧❧❡s
❡st ❛✉ ❢♦r♠❛t ①❤t♠❧✱ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❲❡❜ ❞❡s
❛r❜r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ①♠❧ ét❛♥t ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✐✈❡rs❡s✱ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ s❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ à ❝❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s
♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡t ❧❡✉rs s♣é❝✐✜❝✐tés✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉rt❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳
✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✿ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳
✾
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
✶
✸
✺
✹✷
✶
✸
✺
✹✷
❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✿ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✭❞r♦✐t❡✮ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳
✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❛r❜r❡s✱
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (V,E) ♦ù ✿
✕ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♥÷✉❞s✮
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❀
✕ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭♦r❞♦♥♥és✮ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❛♣♣❡❧és ❛rêt❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té G ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (V,E) ♦ù ✿
✕ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♥÷✉❞s✮
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❀
✕ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ✭♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡s✮ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❛♣♣❡❧é❡s ❛rêt❡s✳
❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
❛rêt❡ (u, v) ∈ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ (v, u) ∈ E✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ❧✬✉♥ ét❛♥t ♦r✐❡♥té ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♥♦♥✳ P♦✉r
❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st V = {1, 2, 3, 4, 5} ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s
❡st E = {(1, 2), (2, 5), (5, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 4)}✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)
❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts (v0, . . . , vl) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i < l✱ (vi, vi+1) ∈ E✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❯♥
❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts u ❡t v ❞❡ V ✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ u à v✳ ▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts (v0, . . . , vl) ❞✐st✐♥❝ts à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ v0 ❡t vl
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i < l✱ (vi, vi+1) ∈ E✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥❡
♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝②❝❧❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s (1, 2, 5, 4, 1)✳
❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳
✶✳✶✳ ◆♦t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ✶✶
f
a f
a a
❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡✳
❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡st ❛r❜r❡ (V,E) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♥÷✉❞
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r r ∈ V ❡st ❞és✐❣♥é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❈❡tt❡ r❛❝✐♥❡ r ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♥÷✉❞ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (u, r) ♦ù u ∈ V ✳
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❡✉t ✈❡♥✐r s❡ ❣r❡✛❡r s✉r ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ❞♦♥♥❡r✳ ❙♦✐t ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❯♥
❛r❜r❡ t s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
✕ ♥♦❞❡s(t) ⊂ N∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r
✉♥ ♠♦t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N∗ ❞❡s ♥✲✉♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐s
❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ǫ✳ ▲❡ ♥÷✉❞ ✷✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
♣r❡♠✐❡r ✜❧s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦❞❡s(t) ❡st ❝❧♦s ♣❛r ♣ré✜①❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t a ∈ ♥♦❞❡s(t)✱ t♦✉t ♣ré✜①❡ b ❞❡ a ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ♥♦❞❡s(t)✳
▲❡ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ♠♦t b ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞✉ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥té ♣❛r a✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦❞❡s(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✕ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❤✐❧❞ : ♥♦❞❡s(t) → ♥♦❞❡s(t) t❡❧ q✉❡ s✐ ❝❤✐❧❞(a) = b✱ b ❡st ❛♣♣❡❧é ✜❧s
❞❡ a✱ a ét❛♥t ❧❡ ♣èr❡ ❞❡ b✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ǫ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♥÷✉❞ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣èr❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 6 ∃a, ❝❤✐❧❞(a) = ǫ✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀a, b ∈ ♥♦❞❡s(t), ❝❤✐❧❞(a) = b⇒ b = a.i ❛✈❡❝ i ∈ N
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (a, b) t❡❧s q✉❡ ❝❤✐❧❞(a) = b ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s
❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❡t✐q : ♥♦❞❡s(t)→ Σ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✳
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡st Σ = {f, a} ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥÷✉❞s ❡st ♥♦❞❡s(t) = {ǫ, 1, 2, 2.1, 2.2}✳ ▲✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❡t✐q(ǫ) = f ✱ ❡t ❧❡
♥÷✉❞ 2.1 ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ❡t✐q(2.1) = a✳
▲✬❛r✐té ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σ ❞❛♥s N✳ ❯♥ s②♠❜♦❧❡ f ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ❞✬❛r✐té n s✐
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ét✐q✉❡té ♣❛r f ❡st n✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r✐té ❞✉ s②♠❜♦❧❡ f
❡st 2✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬❛r✐té 0 ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t s♦♥t ❛♣♣❡❧és
❝♦♥st❛♥t❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 0 s♦♥t ❛♣♣❡❧és s②♠❜♦❧❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ❞✬❛r✐té ✜①❡ s✐ t♦✉s s❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❛r✐té✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❛r✐té 2 ✭❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✜❧s ❡st
❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ♥♦♥ ♦r❞♦♥✲
♥és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❁♠♦✈✐❡ ②❡❛r❂✧✶✾✾✽✧❃
❁t✐t❧❡❃P✐❁✴t✐t❧❡❃
❁❞✐r❡❝t♦r❃
❁❢✐rst♥❛♠❡❃❉❛rr❡♥❁✴❢✐rst♥❛♠❡❃
❁♥❛♠❡❃❆r♦♥♦❢s❦②❁✴♥❛♠❡❃
❁✴❞✐r❡❝t♦r❃
❁✴♠♦✈✐❡❃
❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ✜❧♠✳
❞❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ♦✉ t♦t❛❧ s✉r
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡t ♦r❞r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣ : ♥♦❞❡s(t) → ♥♦❞❡s(t)✳
♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣(a) = b s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❜ ❡st ❧❡ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ a✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ♦♥ ❛ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣(2.1) = 2.2✳ ❙✐ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥
♠ê♠❡ ♥÷✉❞✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ♦r❞♦♥♥é✱ t❛♥❞✐s q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣
♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
♦r❞♦♥♥é✳
✶✳✶✳✷ ▲❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲
▲❡ ❢♦r♠❛t ①♠❧✱ ♣♦✉r ❡❳t❡♥s✐❜❧❡ ▼❛r❦✉♣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❜❛❧✐s❛❣❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡✮ ❡st
❞❡✈❡♥✉ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❲❡❜✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❡t ♦✉t✐❧s r❡❝♦♠♠❛♥❞és ♣❛r ❧❡ ❲♦r❧❞
❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✷ ✭❲✸❈✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t②♣❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s
s✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲
▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡①t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ✜❧♠✳ ▲❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s♦♥t ♦r❣❛♥✐sé❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉
❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜❛❧✐s❡ ❢✐❧♠✳ ❈❡ ✜❧♠ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t✐tr❡✱ ✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❡t ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r✱
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ♣ré♥♦♠ ❡t ♥♦♠✳ ▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t❡①t✉❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ q✉✐ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳
▲❡ ❲✸❈ ❛ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ st❛♥❞❛r❞✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①♠❧ ❛♣♣❡❧é❡ ❞♦♠ ✭❉♦❝✉♠❡♥t ❖❜❥❡❝t ▼♦❞❡❧✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ tr♦✐s t②♣❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ✭❧❡s ❜❛❧✐s❡s✮✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ♠♦✈✐❡✱ t✐t❧❡✱ ❞✐r❡❝t♦r s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❞❡s
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣
✶✳✶✳ ◆♦t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ✶✸
♠♦✈✐❡
t✐t❧❡
P✐
❞✐r❡❝t♦r
❢✐rst♥❛♠❡
❉❛rr❡♥
♥❛♠❡
❆r♦♥♦❢s❦②
❅❞❛t❡
✶✾✾✽
❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❆r❜r❡ ①♠❧ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ✜❧♠✳
♥÷✉❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✈❡♥❛♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ②❡❛r ❡st ✉♥ ❛ttr✐❜✉t✱ ✜❧s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠♦✈✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♥÷✉❞s
t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t❡①t✉❡❧❧❡s ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ✏P✐✑✱ ♦✉ ✏❉❛rr❡♥✑ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❞❛♥s ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♠✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s ❛✉tr❡s
✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ♣ré✜①❡ ✏❅✑ à ❧❡✉r ét✐q✉❡tt❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
①♠❧ ♣♦✉✈❛♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✜❧s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❛r❜r❡s
❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❡t ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧s ♦r❞♦♥♥és ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥t ♦✉ t❡①t❡✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧s ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥és
❞❡ t②♣❡ ❛ttr✐❜✉ts✳
❚②♣❛❣❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲
▲❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s très ✈❛r✐é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✈♦✐r❡ s♦✉✲
✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❡ ❧❡s t②♣❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧
♦✉ ❉♦❝✉♠❡♥t ❙❝❤❡♠❛ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✭❞s❞❧✮✳ ▲❡s ❞s❞❧ s♦♥t ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞é❝❧❛✲
r❛t✐❢s q✉✐✱ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
①♠❧✳ ❖♥ tr♦✉✈❡✱ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❧❡s ❞t❞✱ ①♠❧ ❙❝❤❡♠❛ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❘❡✲
❧❛①◆● ❬❇❡① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♥÷✉❞s é❧é♠❡♥ts ❡t ❛ttr✐❜✉ts✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥❣❡ st❛♥❞❛r❞✐sé ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❡st ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ①❤t♠❧✱ ❞é❞✐é❡ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤②♣❡r✲
t❡①t❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❣❛r❛♥t✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ q✉❡ ❧❡s ♥❛✈✐❣❛t❡✉rs ❲❡❜ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s
❞✬✐♥t❡r♣rét❡r✱ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞t❞✱ ♣♦✉r ❉♦✲
❝✉♠❡♥t ❚②♣❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❚②♣❡ ❞❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✮✳ ❯♥❡ ❞t❞ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ q✉✬❡❧❧❡ ❞é❝r✐t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r
❝♦♥t❡♥✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞t❞✳ ❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛❝❝❡♣tés s♦♥t
♠♦✈✐❡✱ t✐t❧❡✱ ❞✐r❡❝t♦r✱ ❢✐rst♥❛♠❡ ❡t ♥❛♠❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❊▲❊▼❊◆❚ ✐♥❞✐q✉❡♥t
q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♠♦✈✐❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ✜❧s ✉♥ é❧é♠❡♥t t✐t❧❡ ❡t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ❞✐r❡❝t♦r✱
t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✐r❡❝t♦r ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❛♠❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❝é❞é ❞✬✉♥
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♠♦✈✐❡ t✐t❧❡✱❞✐r❡❝t♦r✰❃
❁✦❆❚❚▲■❙❚ ♠♦✈✐❡ ②❡❛r ❈❉❆❚❆❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ t✐t❧❡ ★P❈❉❆❚❆❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❞✐r❡❝t♦r ❢✐rst♥❛♠❡❄✱♥❛♠❡❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❢✐rst♥❛♠❡ ★P❈❉❆❚❆❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♥❛♠❡ ★P❈❉❆❚❆❃
❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞t❞ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ✜❧♠ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳
é❧é♠❡♥t ❢✐rst♥❛♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❆❚❚▲■❙❚ ♣ré❝✐s❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♠♦✈✐❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr✐✲
❜✉t ②❡❛r✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❞t❞✳ ▲❡s ❞t❞s
r❡st❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s très ❧✐♠✐té❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r
q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ②❡❛r ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ 4 ❝❤✐✛r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞t❞s✱
❧❡s t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♠✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♠♠é ❞✐r❡❝t♦r
♣✉✐ss❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢✐rst♥❛♠❡ ❡t ♥❛♠❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞✐✛ér❡♥t ✭❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✜❧s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♠♦✈✐❡✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ s❝❤é♠❛s ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❞t❞s✱ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
❞❡ s❝❤é♠❛s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝és ❝♦♠♠❡ ①♠❧ ❙❝❤❡♠❛ ❬❱❧✐st✱ ✷✵✵✷❪ ❡t ❘❡❧❛① ◆● ❬❱❧✐st✱ ✷✵✵✸❪ ♦♥t
été ❝réés✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❛✉t♦✲
r✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t②♣❡s ♣ré❞é✜♥✐s✱ ♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ t②♣❡ ❛♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ✹ ❝❤✐✛r❡s✳ ❈❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s à ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡✉①✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳
❋❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧
s❡❧♦♥ ❧❡✉r t②♣❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ♣❡✉t s❡r✈✐r à ❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t ❛r❜r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ ✏❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✑ s✉r ✉♥ ✜❧♠✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ♥÷✉❞s ♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t✐tr❡ ❞✉ ✜❧♠ ❡st ✏P✐✑✱ q✉❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞✉ ✜❧♠ ❡st ✏✶✾✾✽✑
❡t q✉❡ s♦♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❡st ✏❉❛rr❡♥ ❆r♦♥♦❢s❦②✑✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ①♠❧✱ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s très ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ❡st
s♦✉✈❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt✳
➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ①❤t♠❧✱ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ❡①♣r✐♠❡♥t ♣❧✉tôt ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✬❛✣❝❤❡r ❞❛♥s ✉♥ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r✳ ❈❡s ét✐q✉❡tt❡s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧✳
❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ s♦♥t ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
①❤t♠❧ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ▲❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ✭❤✶✱ ❤✷✱ ♣✮
✶✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✶✺
❤t♠❧
❤❡❛❞
t✐t❧❡
▲✐♥✉① ✭❲✐❦✐♣❡❞✐❛✮
❜♦❞②
❤✶
▲✐♥✉①
❤✷
❍✐st♦r✐q✉❡
♣
❜
▲✐♥✉①
❡st . . .
❤✷
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣
. . .
❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ✿ ①♠❧ ♦r✐❡♥té ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❡①♣r✐♠❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❤✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥
t✐tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❤✷ à ✉♥ t✐tr❡ ❞❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❡t ♣ à ✉♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉❝✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥✬❡st ❢♦✉r♥✐❡✳ P❧✉s✐❡✉rs
❢♦r♠❛ts ①♠❧ ❝❧❛ss✐q✉❡s r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ①♠❧ ♦r✐❡♥té ❞♦❝✉♠❡♥t ✿ ①❤t♠❧✱
t❡✐ ✭❚❡①t ❊♥❝♦❞✐♥❣ ■♥✐t✐❛t✐✈❡✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞♦❝❜♦♦❦✳
✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✶✳✷✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❉❡♣✉✐s ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ❲❡❜✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t à ♥♦tr❡ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡s
❢♦r♠❛ts ❤étér♦❣è♥❡s q✉✐ ❧❡s r❡♥❞❡♥t très ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✱ à ré✉t✐❧✐s❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝♦♥s✐st❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ♣❛r♠✐ ❝❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ❡♥ ❧❡s ✐♥té❣r❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡s ✭❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ①♠❧✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡ ❢♦r♠❛t ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛✲
t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛t
①♠❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t
❡♥✈♦②é❡s✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ①♠❧ ❡♥✈♦②és ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♥♥✉
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❡st ❞♦♥❝ ♠✉❧t✐♣❧❡✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s très s✐♠♣❧❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t q✉❡ ♣❡✉ str✉❝t✉rés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t
❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ré❝✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ P❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞✉ s✐t❡ ❙❧❛s❤❞♦t✳
♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡
❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡♥t✐tés ♥♦♠♠é❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r
❞❛♥s ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦♠s ❞✬❡♥t✐tés ✭♣❡rs♦♥♥❡✱ ♦r❣❛♥✐s♠❡✱ ❧✐❡✉✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❡s ❞❛t❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ▼✐♥♦rt❤✐r❞✸✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✐❝✐✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r
ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✢✉① rss✳ ▲❡ ❢♦r♠❛t rss✱ ♣♦✉r ❘✐❝❤ ❙✐t❡
❙✉♠♠❛r② ♦✉ ❘❡❛❧❧② ❙✐♠♣❧❡ ❙②♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛t ①♠❧ ♣♦✉r ❧❛ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉
❲❡❜✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞✐✛✉s❡r ❞❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞❡ s✐t❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s s✐t❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❢♦r♠❛t ❡st ❧✐s✐❜❧❡ ♣❛r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❞✐é❡s ❛✉ rss ♦✉ ♣❛r ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥❛✈✐❣❛t❡✉rs ❲❡❜✳
❈❡ ❢♦r♠❛t ①♠❧ ❧✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐t❡♠✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ t✐tr❡✱ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧❛ ♥❡✇s✱ s♦♥ ❛✉t❡✉r ❡t s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t
❧❡ t✐tr❡ ❡st ✏●✐✈❡ ✐P♦❞ ❚❤✐❡✈❡s ❛♥ ❯♥❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ ❇r✐❝❦✑✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❡st ✏❩♦♥❦✑✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✏❋r✐❞❛② ❏✉❧② ✷✼✑ ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
✏❆♣♣❧❡ ❤❛s✳✳✳✑✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦ts✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ t✐tr❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❡t❝✳ P♦✉r ❧❡s
✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡
t❡①t❡ ✏P♦st❡❞ ❜②✑ ❡t ❧❡ ♠♦t ✏♦♥✑✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
✸❤tt♣✿✴✴♠✐♥♦rt❤✐r❞✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴
✶✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✶✼
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❋✐❣✳ ✶✳✽ ✕ ❆r❜r❡ ①❤t♠❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s à
✐❞❡♥t✐✜❡r s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❣r❛s✳
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✏❆♣♣❧❡ ❤❛s✳✳✳✑
✐t❡♠
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❋✐❣✳ ✶✳✾ ✕ P♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ rss ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳
❙✐ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡
t✐r❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡
♣❛❣❡ ❲❡❜ ❡st ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ①❤t♠❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❛❣❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❡①✐st❛♥t❡s ét❛♥t
❣é♥éré❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s
ré❣✉❧❛r✐tés ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝✐té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❛❣❡s
❲❡❜ ♣❛r ❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞♦♠✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ♠♦♥tr❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡✱ s✉r ❝❡t ❛r❜r❡✱ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ✿ ❧❡ t✐tr❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❡st ❧❡ ✜❧s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ✜❧s ❞✉
♥÷✉❞ ❜ ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ✐✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞✬❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❡t s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ✢✉① rss q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❡♥ s♦rt✐❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧✱ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✱ ❧❛ tâ❝❤❡
♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✶✳✷✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞♦♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ♦✉ ❧❛ str✉❝t✉r❡
s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉s ❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ét❛❜❧✐ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ s♦✐❡♥t S ❡t T ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ①♠❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛
❝✐❜❧❡✳ ❙♦✐t x ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ S✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡t ❛r❜r❡ x ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ y r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t
❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ T ✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ T ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐✳
❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❛ ❞é❥à été ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❝❡✉① ❞❡ ❬❉♦❛♥✱ ✷✵✵✷✱ ❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ▲❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡
tâ❝❤❡ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉①
s❝❤é♠❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡t ♥♦♥ ❛✉① ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛
▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s S ❡t T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛
❝✐❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ S✱ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❛♣♣✐♥❣s✮ s♦♥t s♦✉✈❡♥t très s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐
❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✶✲✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s ❞✉ s❝❤é♠❛ S✱ ❧✬é❧é♠❡♥t t ❞✉ s❝❤é♠❛ T q✉✐ ❡st✱ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✱ ❡①tr❛✐t
❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ■✑ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❆♥❤❛✐ ❉♦❛♥ ❬❉♦❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✉r
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✶✲✶✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❢✐r♠ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❢✐r♠❴✐♥❢♦ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛
❝✐❜❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❢✐r♠❴❛❞❞r❡ss✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡
♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts r✉❡ ❡t ✈✐❧❧❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♥❡ s❡ rés✉♠❡ ♣❛s à ❝❡❧❛ ❡t ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s
tr♦✉✈é❡s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ T ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ r❡❝♦♥st✐t✉é✳ P♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ t❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✶✲✶ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛②❛♥t ❧❛
♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ ♦ù ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ♥❛♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛ ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ✿ ❢✐r♠❴♥❛♠❡ ❡t ❛❣❡♥t❴♥❛♠❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡
ét✐q✉❡tt❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ét✐q✉❡tt❡
❛♣♣❛r❛ît✳ ■❧ ♣❛r❛ît ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♣❧✉s
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ❛r❜r❡s
①♠❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❧❛❜❡❧ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡
s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❡♥ q✉♦✐ ❝♦♥s✐st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
✶✳✸ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❄
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
♣❛rt♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡♣❧❛✲
✶✳✸✳ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❄ ✶✾
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❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✿ ✭❤❛✉t✮ ❆r❜r❡ ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡
s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ✭❜❛s✮ ❆r❜r❡ ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ♥❛♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✲
✈❡♥✐r ❛❣❡♥t❴♥❛♠❡ ♦✉ ❢✐r♠❴♥❛♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❝❡r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t ❞❡s ❛r❜r❡s✳
✶✳✸✳✶ ❉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❯♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧✬❡♥tré❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s x✱ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛♥♥♦t❡r✱
❡t s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦rt✐❡ y ❞❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ x ❡t y s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ nx ❡t ny✳ P♦✉r t♦✉t
i ∈ [1, nx]✱ ❧❛ ieme ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ x xi ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❡♥tré❡ X ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [1, ny]✱ yi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ieme ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ y✱ ❡t ♦♥ ❛ yi ∈ Y ✱ ♦ù Y
❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❥à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ y✱ t❡❧❧❡ q✉❡ y ∈ {0, 1}✳ ❉❛♥s
✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ y ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s str✉❝t✉ré❡✱ ❡t s❛ t❛✐❧❧❡
ny = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❡st r❡str❡✐♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0, 1}✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧ ✿ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐
✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❡st ❛tt❡✐♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳
✕ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲
❝✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦ts✱ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐
✉♥❡ ♣❛❣❡ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✕ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉rr✐❡rs é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡♥ ❝♦✉rr✐❡r ❞és✐r❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥❞és✐r❛❜❧❡✳
▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♦♥t✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ été ét❡♥❞✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s s❡
❧✐♠✐t❡r à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡
❝♦♥s✐st❡ à ❛ttr✐❜✉❡r à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ y t❡❧❧❡ q✉❡ y ∈ Y ✱ ♦ù Y ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♦✉ ❖♣t✐❝❛❧
❈❤❛r❛❝t❡r ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❖❈❘✮✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧✱ ❧❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❊♥✜♥✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳
❈♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ❖✉t♣✉t ✭♣♦✉r s♦rt✐❡ str✉❝t✉ré❡✮✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ❡♥tré❡ x str✉❝t✉ré❡✱ ✉♥❡ s♦rt✐❡ y✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ str✉❝t✉ré❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ x✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡
y ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ à ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ xi ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♦✉ ✉♥ ❧❛❜❡❧ yi ❞❛♥s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱
❝❡s ❝❧❛ss❡s ét❛♥t str✉❝t✉ré❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ❯♥ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ✉♥❡ ❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ y✱ t❡❧❧❡ q✉❡ y ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ q✉❡ x ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ à ❝❤❛q✉❡
✶✳✸✳ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❄ ✷✶
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ xi ❞❡ x ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✭♦✉ ❧❡ ❧❛❜❡❧✮ yi ❞❡ y✳
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t
❧❡s ❛r❜r❡s✳
✶✳✸✳✷ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
▲❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦✐t
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ x = x1 . . . xn ❞❡ t❛✐❧❧❡ n t❡❧❧❡ q✉❡ ∀1 ≤ i ≤ n, xi ∈ X ✳ ❆♥♥♦t❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡
x s❡❧♦♥ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧❛❜❡❧s Y ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ y = y1 . . . yn ❞❡
♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ x✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀1 ≤ i ≤ n, yi ∈ Y ✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❡✉t ❣é♥ér❡r ✉♥ ✢✉① rss✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❛ss♦❝✐❡r
à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t xi ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧ yi✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✉ t✐tr❡✱ ❞✉ ♥♦♠
❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✹ ❝❛té❣♦r✐❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❡st {t✐tr❡, ❛✉t❡✉r, ♣✉❜❉❛t❡, ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥, 0}✳
❈❤❛q✉❡ ♠♦t ❞✉ t✐tr❡ ✏●✐✈❡ ✐P♦❞ ❚❤✐❡✈❡s ❛♥ ❯♥❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ ❇r✐❝❦✑ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♥♥♦té
♣❛r t✐tr❡✱ ✏❩♦♥❦✑ ♣❛r ❛✉t❡✉r✱ ❡t❝✳
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s tr♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ▲❛♥❣✉❡s ◆❛t✉r❡❧❧❡s ✭❚❆▲◆✮ ❡t ❧✬❊①tr❛❝t✐♦♥
❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
▲❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ▲❛♥❣✉❡s ◆❛t✉r❡❧❧❡s ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠ê✲
❧❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✬❛tt❛❝❤❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✐❞❡r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤✉♠❛✐♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✐❞❡r s❛ ❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡s ♣❤r❛s❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡
♠♦ts ✭❡t ❧❡s t❡①t❡s✱ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤r❛s❡s✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❆▲◆ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♠♦r♣❤♦✲s②♥t❛①✐q✉❡s ✭♣❛rt✐❡s ❞❡
❞✐s❝♦✉rs✮✱ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤ t❛❣❣✐♥❣ ❬❏❡❧✐♥❡❦✱ ✶✾✽✺✱ ❇r✐❧❧✱ ✶✾✾✸❪✳
❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦r♣❤♦✲s②♥t❛①✐q✉❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✏❞ét❡r♠✐♥❛♥t✑✱ ✏✈❡r❜❡✑✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✏♥♦♠ ❝♦♠♠✉♥✑✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❉❚ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ✏▲❡✑ ❡st ✉♥ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t✱ ◆◆ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ✏❝❤✐❡♥✑ ❡st ✉♥ ♥♦♠ ❝♦♠♠✉♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ✏❝♦✉rt✑ ❡st ❛♥♥♦té ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ✉♥ ✈❡r❜❡ ✭❱❇✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❚❆▲◆ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ♣❤r❛s❡s ♦✉ ◆♦✉♥ P❤r❛s❡ ❈❤✉♥❦✐♥❣✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à sé♣❛r❡r ❞❡s ♣❤r❛s❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦rt✐♦♥s ✭❣r♦✉♣❡s ♥♦♠✐♥❛✉①✱ ❣r♦✉♣❡s ✈❡r❜❛✉①✮ q✉✐ ♥❡ s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t ♣❛s✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ♣❤r❛s❡s✱
r❡✈❡♥❛♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❡s ♣❤r❛s❡s ✉♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ ❝♦rr❡❝t✳
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ str✉❝t✉rés✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s t❡①t❡s
❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
x ✿ ▲❡ ❝❤✐❡♥ ❝♦✉rt✳
y ✿ ❉❚ ◆◆ ❱❇
❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛rt✲♦❢✲s♣❡❡❝❤✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❡st s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
x ✿ ▼♦③❛rt ❡st ♥é ❡♥ ✶✼✺✻✳
y ✿ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶
❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✳
♠♦♥❛❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧♣❤❛✲
❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s ✿ 1 ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❡①tr❛✐r❡ ❡t 0 ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❛t❡s ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❙✉r ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦③❛rt✮✱ ❡st ✏✶✼✺✻✑ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❛♥♥♦té❡
♣❛r 1✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st
❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡♥t✐tés ♥♦♠♠é❡s ❬❙❛♥❣ ❛♥❞ ▼❡✉❧❞❡r✱ ✷✵✵✸❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r✱
❞❛♥s ❞✉ t❡①t❡✱ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ❞❡ ❧✐❡✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s♠❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐té ♥♦♠♠é❡ ét❛♥t ❛♥♥♦té❡ ♣❛r s♦♥
t②♣❡✳
✶✳✸✳✸ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s✳
❆♥♥♦t❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ x ❞♦♥t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s X
❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ y✱ ❞❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ x✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y ✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✼ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✶✳✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ t✐tr❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ❞❛t❡
❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ✉♥
❧❛❜❡❧ ♣❛r♠✐ {t✐tr❡, ❛✉t❡✉r, ♣✉❜❉❛t❡, ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥,⊥}✱ ⊥ ét❛♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♥÷✉❞s ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❛ été ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ét✉❞✐é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❆✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ▲❛♥❣✉❡s ◆❛t✉r❡❧❧❡s✱ q✉❡❧q✉❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ♦✉ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❘♦❧❡ ▲❛❜❡❧✐♥❣✱ ❞❡ ❈❖◆▲▲ ✷✵✵✹
❡t ✷✵✵✺ ❬❈❛rr❡r❛s ❛♥❞ ▼❛rq✉❡③✱ ✷✵✵✺❪✳ ❊♥ ❚❆▲◆✱ ✉♥ rô❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐
❧✐❡ ✉♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦t ♦✉ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦t✱ à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ✈❡r❜❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤r❛s❡ ✏■❧ ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞❡❛✉ à s❛ s÷✉r✑✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✏♦✛r❡✑
❡t ❧❡s tr♦✐s rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ✿
✕ ✏■❧✑ ✿ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉r✳
✕ ✏✉♥ ❝❛❞❡❛✉✑ ✿ ❧✬♦❜❥❡t ❞♦♥♥é✳
✶✳✹✳ ❆♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r ✷✸
⊥
⊥
⊥
⊥
⊥
t✐tr❡
⊥
⊥
⊥ ⊥
❛✉t❡✉r
♣✉❜❉❛t❡
⊥
⊥ ⊥
⊥ ⊥
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
⊥
⊥
⊥
⊥
⊥
❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
{t✐tr❡, ❛✉t❡✉r, ♣✉❜❉❛t❡, ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥,⊥}✱ ⊥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✕ ✏s❛ s÷✉r✑ ✿ ❧❡ r❡❝❡✈❡✉r✳
❙✐ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s
s♦✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❛♥♥♦tés ét❛♥t ❧❡s
❛r❜r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s ♣❤r❛s❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❞❡ ❲❡❜ ❙é♠❛♥t✐q✉❡✹✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
❡st ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs t✐tr❡s ❡t ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ s✬✐♥s❝r✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
✶✳✹ ❆♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❝❡ q✉✬❡st ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡✱ ❡t ❞❛♥s q✉❡❧s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
q✉❡ ♥♦✉s ❡♥ ❢❛✐s♦♥s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✐❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♥♥♦t❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞é✜♥✐ss❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s
❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉①✱ ❧✬✉♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥♥♦t❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t
s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳
✶✳✹✳✶ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
✕ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭♥÷✉❞s t❡①t❡✮ ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❛♥♥♦té❡s✳
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴✷✵✵✶✴s✇✴
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
⊥
⊥
⊥
⊥
⊥
❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✰✴t✐t❧❡
⊥
⊥
⊥ ⊥
❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✴❛✉t❤♦r
❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✴♣✉❜❉❛t❡
⊥
⊥ ⊥
⊥ ⊥
❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✴❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
⊥
⊥
⊥
⊥
⊥
❋✐❣✳ ✶✳✶✹ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✏❝❤❡♠✐♥✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❢♦r♠❛t rss✳
✕ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉
s❝❤é♠❛ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ✭♦✉
❢❡✉✐❧❧❡s✮ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t✱ à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡
❞❡ ❝❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ à ❝❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❛îtr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦✐t ❝♦♥♥✉ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ❆✉ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛r❜r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❯♥ ❧❛❜❡❧ ❡st ❛❧♦rs ❝réé
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❛✐♥s✐
❝réé ♥✬❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❛s ❛ss✉ré ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❛✉ ❢♦r♠❛t rss ✭✜❣✉r❡ ✶✳✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬❛r❜r❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✳ ❙✉r ❝❡t ❛r❜r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ t❡①t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✴❛✉t❤♦r✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ à s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ rss ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✴ ❢❛✐t ✐❝✐ ♦✣❝❡ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r ✿
❛✉t❤♦r ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✜❧s ❞❡ ✐t❡♠✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ét❛♥t ✉♥ ✜❧s ❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐
q✉❡ ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✰✴t✐t❧❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
✰ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ s♦rt✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛♥♥♦té✳
✶✳✹✳ ❆♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r ✷✺
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❳▼▲ ❞❡ s♦rt✐❡
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳
❊♥tré❡✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (x,y) ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
✶✿ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t ❡st ❧✬❛r❜r❡ ✈✐❞❡✳
✷✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ xi ❞❡ x ❞♦
✸✿ s✐ xi ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs
✹✿ s✐ yi 6= ⊥ ❛❧♦rs
✺✿ elt ← racine(t) ★ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st s❛
r❛❝✐♥❡
✻✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ etiq ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ yi ❞♦
✼✿ s✐ etiq ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✏✰✑ ♦✉ elt ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ✜❧s ét✐q✉❡té ♣❛r
etiq ❛❧♦rs
✽✿ ❆❥♦✉t❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t new ❞♦♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡st etiq ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ✜❧s ❞❡ elt
✾✿ s✐♥♦♥
✶✵✿ ❙♦✐t new ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✜❧s ❞❡ elt ét✐q✉❡té ♣❛r etiq
✶✶✿ ✜♥ s✐
✶✷✿ elt← new ★ new ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ❝♦✉r❛♥t
✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✹✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡ xi ❡♥ ✜❧s ❞❡ elt
✶✺✿ ✜♥ s✐
✶✻✿ ✜♥ s✐
✶✼✿ ✜♥ ♣♦✉r
❙♦rt✐❡✿ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t
▲♦rsq✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❛♥♥♦té ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬❛r❜r❡
①♠❧ à ❣é♥ér❡r ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❧✬❛r❜r❡ ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❡♥✲
s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❛♥♥♦té❡s ♣❛r ⊥✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ r❛✲
❝✐♥❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡
etiq✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ✉♥ ❝❤♦✐①✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t elt ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥
❝♦✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st ét✐q✉❡té ♣❛r etiq✱ ♦✉ s✐ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✰ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à etiq✱ ❛❧♦rs
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ét✐q✉❡té ♣❛r etiq ❡st ❛❥♦✉té ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ✜❧s ❞❡ elt✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞
❞❡✈❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✜❧s ❞❡ elt ét✐q✉❡té ♣❛r etiq ❞❡✈✐❡♥t
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ tr❛✐té❡s✱ ❧❡ ♥÷✉❞ t❡①t❡
❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛❥♦✉té ❝♦♠♠❡ ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳
▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛♥♥♦té ♦♥t été ♣❛r❝♦✉r✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♥✈♦✐❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❣é♥éré✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❛✉
❢♦r♠❛t rss✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ❡t s♦♥ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✳ ▲❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✭✏●✐✈❡✳✳✳✑✮ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✰✴t✐t❧❡✳
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❝❤❛♥♥❡❧
✐t❡♠
t✐t❧❡
●✐✈❡✳✳✳
❝❤❛♥♥❡❧
✐t❡♠
t✐t❧❡
●✐✈❡✳✳✳
❛✉t❤♦r
❩♦♥❦
❝❤❛♥♥❡❧
✐t❡♠
t✐t❧❡
●✐✈❡✳✳✳
❛✉t❤♦r
❩♦♥❦
♣✉❜❉❛t❡
♦♥ ❋r✐❞❛②✳✳✳
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✏❆♣♣❧❡ ❤❛s✳✳✳✑
❋✐❣✳ ✶✳✶✺ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❛❧♦rs ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❝❡ ❧❛❜❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st✱ ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ✈✐❞❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝ré❡
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ❛❥♦✉t❡ ✏●✐✈❡✳✳✳✑ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡ ❞✉
♥÷✉❞ ❞♦♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡st t✐t❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺ ❡st ❛✐♥s✐ ❣é♥éré✳ ▲❛
❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❡st ✏P♦st❡❞ ❇②✑✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ⊥ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡
❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st ✏❩♦♥❦✑ ❡t q✉✐ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧✴✐t❡♠✴❛✉t❤♦r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❛r❝♦✉rt ❛❧♦rs ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❧❛❜❡❧✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ✰ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥ ❝ré❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♣❧❛❝❡
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ♥÷✉❞✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝❡ ♥÷✉❞ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à ✉♥ ✜❧s ét✐q✉❡té ♣❛r ✐t❡♠✱
q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ♥÷✉❞ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ✜❧s ét✐q✉❡té ♣❛r ❛✉t❤♦r✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝réé✱ ❡t ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡ ✏❩♦♥❦✑ ❡st ❛❥♦✉té❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛r❜r❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞✬❡♥tré❡ ❡t ❛❜♦✉t✐t ❜✐❡♥ à ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞és✐ré ✭❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✮✳
❈r✐t✐q✉❡
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r q✉✐
❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ s♦rt✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ✐❝✐ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱
❡t ❡st ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛❜❡❧s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❡✉r ♦r❞r❡
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✜❧s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✐t❡♠ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❧❛❝❡r ❧✬é❧é♠❡♥t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛✈❛♥t ♣✉❜❉❛t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❡ êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é❡
❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss st✐♣✉❧❡ q✉❡
❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞♦✐t ♣ré❝é❞❡r ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✉❜❉❛t❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞t❞
✶✳✹✳ ❆♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r ✷✼
❛ ❜
❋✐❣✳ ✶✳✶✻ ✕ ❘❡♥♦♠♠❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❛ ❡♥ ❜✳
❛
❋✐❣✳ ✶✳✶✼ ✕ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❛✳
♣❡r♠❡t ❞❡ ré♦r❞♦♥♥❡r ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛♣rès ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ♣♦rt❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✐t❡♠ ❞✬✉♥ ✢✉① rss✱ ♥❡
♣❡✉t q✉❛♥t à ❧✉✐ ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳
✶✳✹✳✷ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s
s❡r♦♥t ❛♥♥♦tés ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✈❡rs❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡✱
❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❡
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
ét✐q✉❡tt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♥÷✉❞s à ✐♥sér❡r ♦✉ à r❡♥♦♠♠❡r✳
❖♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❡♥♦♠♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
✉♥ ❧❛❜❡❧ ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ♥÷✉❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ét✐q✉❡té
♣❛r ❛ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❜ ❡t ❡st ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠é ❡♥ ❜ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳
✕ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ✿ q✉❛♥❞ ✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡❧❡t❡✱ ✐❧ ❡st
s✉♣♣r✐♠é✱ ❡t s❡s ✜❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ♣èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶✼✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐
♥✬❛②❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛s ❞❡ ♣èr❡✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❛
❜
❛
❋✐❣✳ ✶✳✶✽ ✕ ■♥sér❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❜ ❡♥ ♣èr❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❛✳
❛
❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ✕ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❛✳
✕ ✐♥sér❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ✿ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥s❡rt❴❜✱
✉♥ ♣èr❡ ét✐q✉❡té ♣❛r ❜ ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ ♥÷✉❞✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❞❡✈✐❡♥t ✜❧s ❞✉ ♣èr❡ ❞✉
♥÷✉❞ ❛✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬é❞✐t✐♦♥✳
✕ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡❧❙❚✱ t♦✉t ❧❡
s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ❝❡ ♥÷✉❞ ❡st s✉♣♣r✐♠é✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐♥t❡r❞✐t❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❝❛r ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡r❛✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ✈✐❞❡✳
✕ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❛✐ss❡r ❧❡ ♥÷✉❞ ✐♥❝❤❛♥❣é q✉❛♥❞ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st
2× |T |+ 3✱ ♦ù |T | ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ T ✳
●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❳▼▲ ❞❡ s♦rt✐❡
❯♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❛♥♥♦té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡
❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛r❜r❡ ①♠❧✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜❡❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ①s❧t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡
❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st t♦✉t❡✲
❢♦✐s ♣❛s ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ①♠❧ ♣❡✉✈❡♥t
♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞é✜♥✐
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s
✶✳✹✳ ❆♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡r ✷✾
❞✐✈
❞✐✈
❞✐✈
❤✸
❛
●✐✈❡ . . .
❞✐✈
❜
P♦st❡❞ ❜② ❛
❩♦♥❦
♦♥ ❋r✐❞❛② . . .
❞✐✈
❞✐✈
✐♠❣
❞✐✈
❙✈✐♣♣② ✇r✐t❡s ✐
✏❆♣♣❧❡ ❤❛s . . . ✑
❅❝❧❛ss
s♣❛♥
. . .
❞✐✈
. . .
❋✐❣✳ ✶✳✷✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ rss✳
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❋✐❣✳ ✶✳✷✶ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵✳
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ét❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱
s✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡❧❙❚✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡st
s✉♣♣r✐♠é✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛ttr✐❜✉és ❛✉① ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é✲
♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡
❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ✢✉① rss✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛r❜r❡
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶✳
❈❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ rss✳ ◆♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✶✳✷✷ ♠♦♥tr❡ ❞✐✈❡rs❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ét❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳
▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞✐✈✱ ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✷✱ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧✳
▲❡ ♥÷✉❞ ❡st ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠é ❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞✬é❞✐t✐♦♥s ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞✐✈ ❛♥♥♦tés ♣❛r
✐t❡♠ ❡t ✉♥ ♥÷✉❞ s♣❛♥ ❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡❧❙❚✱ ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✷✷✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♥÷✉❞s s♦♥t ❞♦♥❝ r❡♥♦♠♠és ❡♥ ✐t❡♠✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡
❝♦♠♣❧❡t ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❡ ♥÷✉❞ s♣❛♥ ❡st s✉♣♣r✐♠é✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛r❜r❡
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❋✐❣✳ ✶✳✷✷ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵ ✈❡rs ❧✬❛r❜r❡ rss ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❛✛❡❝té❡s ❛✉① ♥÷✉❞s✳ ▲❡s ♥÷✉❞s s✉r ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r s✐❣♥❛❧és ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡✳
✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶
♠❛♥✐èr❡✱ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✢✉① rss
❞és✐ré✳
▲✐♠✐t❛t✐♦♥s
▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✐❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞ t♦✉t ❡♥ ✐♥sér❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣èr❡ ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❧❛❜❡❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ✭❛✱❜✮ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✱
❡♥ ❞♦♥♥❛♥t à ❝❡ ❧❛❜❡❧ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ r❡♥♦♠♠❡r ♣❛r ❛ ❡t ✐♥sér❡r ✉♥ ♣èr❡ ❞♦♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡
❡st ❜✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡
❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❡✛❡❝t✉❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡♥♦♠♠❛❣❡s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬êtr❡ ❛♥♥♦té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛❜❡❧s✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥
♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ét❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s
❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❞♦♥❝ tr♦♣ é❧❡✈é ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡r❛✐t
✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡s s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❞❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
s♦rt✐❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦✐t✱ à q✉❡❧q✉❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ♣rès✱ êtr❡
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱
t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛✐t ❡♥ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s s❡✉❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✱ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❡♥ s♦rt✐❡✱ ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡
❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♠❛♥✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s é❝r✐ts s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ é❝r✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ①s❧t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❛✈❡❝
❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡①✐st❡♥t✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦tés✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞♦♥❝ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡t ❞✬❛r❜r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t q✉❡ très r❛r❡♠❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛r❢❛✐ts✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s é✈❛❧✉❡r ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
q✉✬❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ♥♦s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
✷✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✐❝✐
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❛s ❞é❥à tr❛✐tés✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✐❝✐✱ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x,y) ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ x ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦✉ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ y
❡st s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✸✸
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
✷✳✶✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ✐❝✐ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱
q✉✐ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t q✉✐ ♦♥t été très ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛r❡s✳
❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛❜❡❧s y = (y1, . . . , yn) à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ x = (x1, . . . , xn) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ n tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t xi ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ yi ♣r❡♥❛♥t s❛ ✈❛❧❡✉r
❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s (x,y) ♠❛✐s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (xi, yi)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ❡①✐st❡♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ s✈♠ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ❬❈r❛♠♠❡r ❛♥❞ ❙✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✱ ❍s✉ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❈✹✳✺ ❬◗✉✐♥❧❛♥✱ ✶✾✾✸❪ ❡t ❈✺ ❬◗✉✐♥❧❛♥✱ ✷✵✵✹❪✳ ❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r
♥❡ t✐r❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t str✉❝t✉ré ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♥✬❛♥♥♦t❛♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❧❛❜❡❧ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❧❛❜❡❧ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s à ❛✈♦✐r
❢❛✐t s❡s ♣r❡✉✈❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ♦✉ ❤♠♠ ✭❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧s✮✱
q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été
❛♣♣❧✐q✉és ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲♦❢✲❙♣❡❡❝❤ ❬▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♦✉ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❙❡②♠♦r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥
tr♦✉✈❡M3N ✭▼❛①✐♠✉♠ ▼❛r❣✐♥ ▼❛r❦♦✈ ◆❡t✇♦r❦s✮ ❬❚❛s❦❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❙❱▼struct
❬❚s♦❝❤❛♥t❛r✐❞✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à
♥♦②❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s s✈♠ ✭❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s s✈♠✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥
sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s s✈♠ s❡ ❜❛s❡♥t
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❧é❡s ♥♦②❛✉① ✭❦❡r♥❡❧✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r
❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝réé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ s♦♥t✱ ❞❛♥s ❙❱▼struct ❡t
M3N ✱ ét❡♥❞✉❡s ❛✉ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❙✐ ❡❧❧❡
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦②❛✉✱ ❡❧❧❡s
s♦✉✛r❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❧❛ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ✭❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮ ❛ été tr♦✉✈é❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r s❛ ♣ré✲✐♠❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❈❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
✷✳✶✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸✺
❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡st ❙❡❛r♥ ❬❉❛✉♠é ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡
q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✭❙❊❆❘❝❤✮ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
✭❧❊❆❘◆✮✱ q✉✐ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❙tr✉❝t✉r❡❞ ❖✉t♣✉t✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ ♠ét❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✳ P♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❝❡s ❧❛❜❡❧s✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣✉②❡r à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t s✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣ré❞✐ts
❛✉① ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❙❡❛r♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ♣rés❡♥t❡
❞❛♥s ❧❡s ❤♠♠s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡t ♠ét❤♦❞❡ r❡st❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❡st ❡✛❡❝t✉é ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ❝r❢ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠
❋✐❡❧❞s✮ ❬▲❛✛❡rt② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♣❡r♠❡t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚♦✉s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ré❝❡♠✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❛rés s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲♦❢✲❙♣❡❡❝❤ ❞❛♥s ❬◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ●✉♦✱ ✷✵✵✼❪
❡t ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳
❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
▲❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♦♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❛rt été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ét✉❞✐é❡s q✉❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s s❡✉❧s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛
tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à ❛♥♥♦t❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s s✈♠ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✱
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s
rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s
♥÷✉❞s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡
❞❛♥s ❬❚♦✉t❛♥♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❛♥❦✐♥❣ ✭❝❧❛ss❡♠❡♥t✮ ❛✜♥ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉①
t❡❧❧❡s q✉❡ ❬❑❛s❤✐♠❛ ❛♥❞ ❚s✉❜♦✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r
t♦✉s t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛r❜r❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st é✈❛❧✉é❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❝♦♥✜r♠❡r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ t❡❧❧❡s q✉❡ M3N ✱ ❙❱▼struct
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❙❡❛r♥✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳
➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♥✬❛ à ❝❡ ❥♦✉r ❢❛✐t s❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ré❝✐s ❞✉ ①♠❧✳ ❉❡✈❛♥t ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❞é❞✐é❡s à ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡t à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧✳
✷✳✶✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❧❡ ❙❝❤❡♠❛
▼❛t❝❤✐♥❣ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s
✷✵✵✵✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✱
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧s❞ ❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❳▼❛♣♣❡r ❬❑✉r❣❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✐▼❛♣
❬❉❤❛♠❛♥❦❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s②stè♠❡s s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à tr♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✭♠❛♣♣✐♥❣s✮ ✶✲✶ ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡s s❝❤é♠❛s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t
❞❡ s♦rt✐❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛èr❡♥t✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧s❞ ❛♣♣r❡♥❞ ❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s❝❤é♠❛s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❡s s❝❤é♠❛s✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♦ù
♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r❡♥❛♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❛②❡s ◆❛ï❢✮ s♦♥t ❛♣♣r✐s✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥ ♠ét❛✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r❡✲
♥❛♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳ ❳▼❛♣♣❡r✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡t ♥❡
♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❙♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♣✉✐s✱ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✶✲✶ s♦♥t ❛♣♣r✐s❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡ s②stè♠❡
✐▼❛♣ ♣❡r♠❡t ❧✉✐ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s
✶✲✶✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛❞r❡ss❡❂❝♦♥❝❛t✭r✉❡✱✈✐❧❧❡✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❧s❞ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r❡♥❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✭✶✲✶✱ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦♥t
❝♦♥s❡r✈é❡s✳
❖♥ tr♦✉✈❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧ ❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❤t♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❈✉rr❛♥ ❛♥❞ ❲♦♥❣✱ ✶✾✾✾❪ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥
❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳ ❈❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✱ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❡t é✈❛❧✉é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♥✬❡st ♣rés❡♥té ♣♦✉r ✈❡♥✐r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❤t♠❧ ♦♥t ❛✉ss✐ été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❬❈❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❛♥❞ ❋✉s❡❧✐❡r✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ✿ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❤t♠❧ s♦♥t ❛♥♥♦tés sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ①♠❧ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ♣ré❞✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
à ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ P✉✐s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st r❡tr♦✉✈é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❤♦rs✲❝♦♥t❡①t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♦✉ ♣❝❢❣ ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❈♦♥t❡①t✲❋r❡❡ ●r❛♠✲
♠❛r✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s
❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❝✉❜✐q✉❡
✷✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✸✼
❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ✿ ❝❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬●❛❧❧✐♥❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡✉① ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛t✐❢
♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡
s♦rt✐❡ ❛✐t été ♣r♦❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥
❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ sé♣❛r❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ét✐q✉❡tt❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t s❛❝❤❛♥t s❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t
❞✬❡♥tré❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡
t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ t✐r❡r q✉❡ très ♣❡✉ ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡♥t❡✳
❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❡st ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✐s♠ ✭■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ❬▼❛❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ▲❛❙❖ ❬❉❛✉♠é ■■■ ❛♥❞ ▼❛r❝✉✱ ✷✵✵✺❪ ♦✉ ❙❡❛r♥ ❬❉❛✉♠é ■■■ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❛r❝♦✉rt ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❣é♥èr❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✉
❢✉r ❡t ♠❡s✉r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭s✉♣♣r✐♠❡r
❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❧✬✐♥sér❡r s♦✉s ✉♥ ♥÷✉❞ ❡①✐st❛♥t✱ ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧✬✐♥sér❡r✮✳ ❯♥❡
❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ♣❛r❝♦✉r✉❡s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❣é♥éré✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✛r❡ ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts ❡t ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ t❡st ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❞❡ s♦rt✐❡✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡♥t❡✳
✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❧✬é✈❛❧✉❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❥❛♠❛✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛r❢❛✐t✱ s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r à ❞✬❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧✉✐ ❛❝❝♦r❞❡r✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡t ❞✬❛r❜r❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✷✳✷✳✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡s✉r❡r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦rr❡❝t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✬♦❜✲
t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡
rés✉❧t❛t ❝♦rr❡❝t✳ ➱✈❛❧✉❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐s♣♦✲
s❡r ❞✬✉♥ ❝♦r♣✉s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭❡♥tré❡✱s♦rt✐❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❧✬❛r❜r❡ à ❛♥♥♦t❡r✱ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❧✬❛r❜r❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r✱ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❝♦r♣✉s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❧❡ ❞✐✈✐s❡ ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✳ ❙✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é
❧❡ s②stè♠❡ ❛♣♣r✐s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❛tt❡♥❞✉s ❛✉ ♠♦②❡♥
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①tr❛✐t❡s✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❡①tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡
❣r✐sé❡ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ E ∩ C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡①tr❛✐t❡s✳
❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✷ ❡t ✷✳✷✳✸✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s
❞✬✉♥ ❝♦r♣✉s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à K ❜❧♦❝s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡
❝♦r♣✉s ❡♥ K ❜❧♦❝s✳ ❯♥ ❜❧♦❝ ❡st r❡t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s K−1 ❜❧♦❝s
r❡st❛♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été K ❢♦✐s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣✉s ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r✉ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧✐st♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉①
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❑♦❤❛✈✐✱ ✶✾✾✺❪ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳
✷✳✷✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡
r❛♣♣❡❧ ❡t ❧❛ ❋✲♠❡s✉r❡✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
E ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①tr❛✐t❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ❞û êtr❡
❡①tr❛✐t❡s ✭❞♦♥♥é❡s ❈♦rr❡❝t❡s✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛✈❡❝ à ❣❛✉❝❤❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡t à ❞r♦✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t q✉❛♥❞ ❝❡s
❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ E ∩ C = E = C✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ l✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❛②❛♥t r❡ç✉ ❧❡
❧❛❜❡❧ l✱ t❛♥❞✐s q✉❡ C r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ❞û s❡ ✈♦✐r ❛ttr✐❜✉❡r ❝❡
❧❛❜❡❧✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛②❛♥t été ❛♥♥♦tés ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛❜❡❧ l ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✿
P =
|E ∩ C|
|E|
✭✷✳✶✮
❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❛❝❝♦r❞❡r ❛✉① ♥÷✉❞s ❛♥♥♦tés
♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ l ✿ ♣❧✉s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧
✷✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✸✾
l ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛✈♦✐r été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♥♥♦té✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡s✉r❡ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ r❛♣♣❡❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡
♥÷✉❞s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥÷✉❞s q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❛♥♥♦t❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❞♦♥♥é ✿
R =
|E ∩ C|
|C|
✭✷✳✷✮
❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ♥÷✉❞s à ❛♥♥♦t❡r✳ P❧✉s ❧❡ r❛♣♣❡❧ ❡st é❧❡✈é✱ ♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞❡ r✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐t
♦♠✐s ❞❡s ♥÷✉❞s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ 100%✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ 100% ♣♦✉r ✉♥ ❧❛❜❡❧ l✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬❛♥♥♦t❡r t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❝❡ ❧❛❜❡❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❛✐ss❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❢❛✐r❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ r❛♣♣❡❧✳ ▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ s✉r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s tâ❝❤❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ✉♥ ❜♦♥ r❛♣♣❡❧✳ ▲❛ ❋✲♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠❡s✉r❡r ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ r❛♣♣❡❧ ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿
Fα =
(1 + α)RP
αR + P
✭✷✳✸✮
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡ r❛♣♣❡❧ ♦✉ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ s❝♦r❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ✭α = 1✮✱ q✉✐ ❛❝❝♦r❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞s é❣❛❧ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❛✉ r❛♣♣❡❧✱ ❡st ❧❛ ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé❡✳
❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡
❧❛ tâ❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡
s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿
♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉①✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❛ ♠❛❝r♦
♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♣♦♥❞éré❡✱ ❡t ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞♦♥♥❡r ❧❛
♠ê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡✱ s♦✐❡♥t
✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ n ❧❛❜❡❧s Y = {l1, . . . , ln}✱ ❡t F1(li) ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛❜❡❧ li✳ ▲❛ ♠❛❝r♦
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿
♠❛❝r♦F1 =
1
n
n∑
i=1
F1(li) ✭✷✳✹✮
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❧❛ ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡✳
❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞èr❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛♥♥♦tés
♣❛r ❝❡ ❧❛❜❡❧✳ ❙♦✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st Y =
{l1, . . . , ln}✱ ❡t s♦✐❡♥t F1(li) ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛❜❡❧ li ❡t τ(li) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❛♥♥♦tés ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ li ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❡st✳ ▲❛ ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r
❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ✿
♠✐❝r♦F1 =
1∑n
i=1 τ(li)
n∑
i=1
τ(li)F1(li) ✭✷✳✺✮
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛❝❝♦r❞❡ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛✉① s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❧❡s ♣❧✉s ♣rés❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts s✉r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛❜❡❧s très ♣❡✉ ♣rés❡♥ts✱ ♠❛✐s ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❧❛ ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ r❡st❡r❛ ❛ss❡③ é❧❡✈é✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡
❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r♠✐ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
s♦rt✐❡✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♣❧✉s ♣rés❡♥t✱ ❝❛r ❛✛❡❝té à t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❛✐♥s✐
q✉✬❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ♥♦♥ r❡t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r rés✉♠❡r ❧❡s s❝♦r❡s ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥ ❜✐❛✐s✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
✷✳✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❡♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♥✬❛ été q✉❡ très ♣❡✉
ét✉❞✐é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✬❛r❜r❡s✱ ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❋✲♠❡s✉r❡✱
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧✬❛r❜r❡
tr❛♥s❢♦r♠é ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❝✐❜❧❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ à ❧❛
❢❡✉✐❧❧❡ ❡st ❝réé✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦rr❡❝t s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t❡ ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛
r❛❝✐♥❡ s♦♥t ❜♦♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❢♦r♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①tr❛✐t❡s
✭❝❢✳ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❝♦♠♣♦sés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❝✐❜❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥st✐t✉é✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣ré❝✐s✐♦♥✱ r❛♣♣❡❧ ❡t ❋✲♠❡s✉r❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜♦♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠❛✐s ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳
P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡s✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❡st ♣r♦✲
♣♦sé❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à
❝❡ ♥÷✉❞✳ ❉❡✉① s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t é❣❛✉① s✬✐❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ét✐q✉❡tt❡s
❛✉① ♥÷✉❞s ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E ❡t C s♦♥t ❝réés
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❜r❡s tr❛♥s❢♦r♠és ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ❛r❜r❡s ❝✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❛
❋✲♠❡s✉r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞érés✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ✈✐❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❡t ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ❝❡ ♥÷✉❞✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦rr❡❝t s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝ts✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s str✐❝t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡
♥é❝❡ss✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐t✉é ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ✭❣râ❝❡ ❛✉
t❡st s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡✮ ❡t q✉❡ ❝❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✳
✷✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✶
✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢❛✐t ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐
♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ s✐ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❛ été très
❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é✱ ❝✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s très s✐♠♣❧❡s ♦✉ s✬❛tt❛q✉❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ✭❙tr✉❝t✉r❡❞ ❖✉t♣✉t✮✱ ♥❡ t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❡♥
❞ét❛✐❧ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡✳
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r ❡t à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s✱
❛♣♣❡❧és ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞✐✈❡rs❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❡t ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs
❡①❡♠♣❧❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✸✳✶ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
✸✳✶✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧
s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r❡♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ♦✉
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❧♦rsq✉❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❧❛♥❝❡r à ♣✐❧❡ ♦✉ ❢❛❝❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st {pile, face}✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ X✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡ ❡♥
❣r❛s ✿ X = {X1, . . . , Xn}✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐s❝rèt❡s {X1, . . . , Xn}✳
❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xi ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦té❡s xi✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ✳ ▲❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xi ♣r❡♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r xi ❡st ♥♦té❡ p(Xi = xi)✳ P❛r s♦✉❝✐
❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❜ré❣é❡ ❡♥ p(xi)✳ ❆✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❡
♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ p(x1, . . . , xn)✱
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✏♥❛✲
t✉r❡❧❧❡✑ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |X |n✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s
✹✸
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ t❛✐❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 50 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❞é❥à ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ X
s♦♥t ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi ❡t Xj ❞❡ X✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r xi
♣r✐s❡ ♣❛r Xi ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r xj ♣r✐s❡ ♣❛r Xj✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ X1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ X2✱ ♦♥ ❛ p(x1|x2, . . . , xn) = p(x1|x2)✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❛❧♦rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ |X |2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ |X |n✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
s♦♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s
♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳
✸✳✶✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ s✐ A r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥sXA ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ✿ XA = {Xi|i ∈ A}✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ xA r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ XA✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s XA ❡t XB s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ♦♥
❛
p(xA,xB) = p(xA)p(xB)
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s XA ❡t XB s♦♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s❛❝❤❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xc s✐ ✿
p(xA,xB|xC) = p(xA|xC)p(xB|xC)
♦✉
p(xA, |xB,xC) = p(xA|xC)
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à |X |n✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡
✉t✐❧✐sé✳
✸✳✶✳ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✹✺
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡X = {X1, . . . , Xn}✳
❯♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xi ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ✭♦✉ ♥÷✉❞✮
i ∈ V ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳
✕ ❧❡s ❛rêt❡s E ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡✱ s✐ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xi ❡t Xj
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s i ❡t j✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❞✐r✐❣é ♦✉ ♥♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡st
❞✐r✐❣é✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✐r✐❣é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳
✸✳✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐r✐❣és
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐r✐❣és✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❡♥ ✐♥✲
tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐r✐❣és✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✐r✐❣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r✐❣é ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(x1, . . . , xn) =
n∏
i=1
p(xi|x1, . . . , xi−1) ✭✸✳✶✮
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à n = 4✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ✿
p(x1, x2, x3, x4) = p(x4|x3, x2, x1)p(x3|x2, x1)p(x2|x1)p(x1)
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✶✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ré❞✉✐t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r✐❣é✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛î♥❡s ❡st q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✉♥
t❡♠♣s t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s t−1✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t (i, j, k) t❡❧ q✉❡ j < k < i ≤ n✱ Xi ❡t Xj
s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s❛❝❤❛♥t Xk✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀i ∈ [1, n− 1], p(xi+1|x1, . . . , xi) = p(xi+1|xi) ✭✸✳✷✮
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
X1 X2 X3 X4
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✮✳
X1 X2 X3 X4
❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n = 4
❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✭✸✳✷✮✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✷✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ✿
p(x1, x2, x3, x4) = p(x4|x3)p(x3|x2)p(x2|x1)p(x1) ✭✸✳✸✮
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ |X |n à |X |2✳
Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r✐❣é
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐r✐❣és ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✐r✐❣é✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ πi ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❞✉ ♥÷✉❞ i ∈ V ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s j ∈ V t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ j à i✳
πi = {j ∈ V |(j, i) ∈ E}
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ t❛✐❧❧❡ n
♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(x) =
n∏
i=1
p(xi|xπi) ✭✸✳✹✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✳
✸✳✶✳ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✹✼
✸✳✶✳✹ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣és
◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣és✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❞é✲
✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r✐❣és✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ✐❝✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ (i, j) ∈ E✱ ❛✈❡❝ i, j ∈ V ✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛rêt❡ (j, i) ∈ E ❡①✐st❡
é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❛r❦♦✈
❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s✮✳
■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n = 4✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳
X1 X2 X3 X4
❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳
❙✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X2 ❡t X4 s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
s❛❝❤❛♥t X3✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s G = (V,E) ❡t tr♦✐s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts A,B,C ⊂ V ✱ XA ❡t XB s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s❛✲
❝❤❛♥t XC s✐ C sé♣❛r❡ A ❞❡ B ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é G = (V,E) ❡t tr♦✐s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐st✐♥❝ts
❞❡ ♥÷✉❞s A,B,C ⊂ V ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ C sé♣❛r❡ A ❞❡ B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞✬✉♥ ♥÷✉❞s ❞❡ A à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ B ♣❛ss❡♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ C✳
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✱ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xi ❡t Xj ❞♦♥t ❧❡s
♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts i, j ∈ V ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés ✭✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛r ❞✬❛rêt❡
(i, j) ∈ E✮ s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s❛❝❤❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r✐❣és✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡ ✐❝✐ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❛♥s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✿
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❯♥❡ ❝❧✐q✉❡ c ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✭c ⊂ V ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s
♣❛✐r❡s ❞❡ ♥÷✉❞s i, j ∈ c✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ (i, j) ∈ E✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✐
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡✳
❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❝❤❛q✉❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
♥÷✉❞ ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s
❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛♠♠❡rs❧❡②✲❈❧✐✛♦r❞ ❬❍❛♠♠❡rs❧❡② ❛♥❞ ❈❧✐✛♦r❞✱ ✶✾✼✶❪ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❙♦✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❡st C✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✮ ❡st ❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ψc ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s c ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C
❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ G ✿
p(x) =
1
Z
∏
c∈C
ψc(xc) ✭✸✳✺✮
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐
p(x) > 0 ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ X n✳ Z ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ p(x) ❡st
❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψc ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❈❡❧❧❡s✲
❝✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ xc ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xc✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z s✬❡①♣r✐♠❡ q✉❛♥t
à ❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Z =
∑
x∈Xn
∏
c∈C
ψc(xc) ✭✸✳✻✮
❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❥♦✐♥t❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
p(x1, x2, x3, x4) =
1
Z
ψ{1}(x1)ψ{2}(x2)ψ{3}(x3)ψ{4}(x4)
ψ{1,2}(x1, x2)ψ{2,3}(x2, x3)ψ{3,4}(x3, x4)
✸✳✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s❡ ♣♦s❡♥t ✿
✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ p(xA) ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉
❣r❛♣❤❡ A ⊂ V ✳
✕ tr♦✉✈❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ xˆ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tr♦✉✈❡r xˆ = argmaxx∈Xn p(x)✳
✕ tr♦✉✈❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ xˆA ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ XA ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡
X s❛❝❤❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ xB ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ XB✱ ♦ù A ❡t B s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ✭s♦✉✈❡♥t
A ∪B = V ✮ ✿ xˆA = argmaxxA∈X |A| p(xA|xB)
✸✳✶✳ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✹✾
❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ s✬✐❧s ♣❛r❛✐ss❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ tr❛✐tés s❡❧♦♥
❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ p(xA) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(xA) =
∑
xB∈X |B|
p(xA,xB) =
∑
xB∈X |B|
p(x)
♦ù B ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ A ❞❛♥s V ✭B = V \ A✮✳ ❖r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ xˆ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ p(x) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ max✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♦♥ ❛ ✿
p(xA|xB) =
p(xA,xB)
p(xB)
❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✭✉♥❡ s❡✉❧❡ q✉❛♥❞A∪B =
V ✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡①✐st❡♥t✳
❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és
q✉❡ s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛r❜r❡
❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❬▲❛✉r✐t③❡♥ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧❤❛❧t❡r✱ ✶✾✾✵❪✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❞✐r✐❣é ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐✲
♥❛❧❡s ❡t ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛✈❛♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❝r✐ts
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
G✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t
❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ét❛♣❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✐r✐❣és ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝❡s tr♦✐s ét❛♣❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐r✐❣és✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦r❛❧✐s❡r
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❛ ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✐r✐❣é ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳ ▼♦r❛❧✐s❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿
✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ n ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é❡
❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣❛r❡♥ts ❞❡ n q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❥à ❝♦♥♥❡❝tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
●r❛♣❤❡ ❞✐r✐❣é
♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥
●r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
●r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é
❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳
2
1
3
4
5
❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é✳ ▲✬❛rêt❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡st ❛❥♦✉té❡ ♣♦✉r ♠♦r❛❧✐s❡r
❧❡ ❣r❛♣❤❡✳
s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✐r✐❣é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛r❡♥ts ❞✉ ♥÷✉❞ 5 ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥♥❡❝tés✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❡st ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té❡ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳
✷✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✐r✐❣é❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣é❡s✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é q✉✐ ❡♥
rés✉❧t❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣❛r❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡
♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r✐❣é✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ p(x) ❢❛✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs p(xi|xπi)✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ{i}∪πi(xi,xπi)✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é t❡❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✭s♦✐t
♣❛r ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès
❬▲❛✉r✐t③❡♥✱ ✶✾✾✻❪✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣r✐été ✸✳✶ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st tr✐❛♥✲
✸✳✶✳ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✺✶
2
1
3
4
5
❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ●r❛♣❤❡ ♥♦♥ tr✐❛♥❣✉❧é ✭❛♣rès ♠♦r❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲✬❛rêt❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡st ❛❥♦✉té❡
♣♦✉r tr✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳
❣✉❧é✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é G = (V,E)✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡st ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s G (v0, . . . , vl) ❞✐st✐♥❝ts à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ v0 ❡t vl t❡❧❧❡ q✉❡ ∀0 ≤ i ≤
l − 1, (vi, vi+1) ∈ E✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝②❝❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦r❞❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♥♦♥ ❝♦♥sé✲
❝✉t✐❢s ❞❡ ❝❡ ❝②❝❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é G ❡st tr✐❛♥❣✉❧é s✐ t♦✉s s❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ≥ 4
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝♦r❞❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
❞❡ ❝②❝❧❡✱ ❡st ❞é❥à tr✐❛♥❣✉❧é✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚r✐❛♥❣✉❧❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦r❞❡s à t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧❡ à 4✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱
❧❡ ❝②❝❧❡ (1, 2, 4, 3, 1) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 4 ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦r❞❡✳ ❆✜♥ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ✐❧
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦r❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s 2 ❡t 3 ❝♦♠♠❡ ❞❡ss✐♥é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱
♦✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s 1 ❡t 4✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❞♦♥♥é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ♣♦✐♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✻✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❣r❛♥❞✐r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛r❜r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s ♠♦✐♥s 1✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧❛r❣❡✉r
❞✬❛r❜r❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
{1, 2, 3} {2, 3, 4} {3, 4, 5}
❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
❙✐ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱ tr♦✉✈❡r ❧❛ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧❛r❣❡✉r
❞✬❛r❜r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✉r ❬❲❡♥✱ ✶✾✾✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ q✉✐ s✉✐✈❡♥t ét❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s G s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛ été tr✐❛♥❣✉❧é✱ ♦♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉
❣r❛♣❤❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ T = (V,E) ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é G ❡st ✉♥ ❛r❜r❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ G ✭V ⊆ C✮ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❧✐q✉❡s c ❡t c′ ❞❡ G✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ c ❡t c′✳
■❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❞♦♥♥é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❜r❡s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❧✉✐
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s
❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻
❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❡①❛❝t❡✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ♥÷✉❞✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ êtr❡ ❛✛❡❝té❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs
♥♦❡✉❞s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ3 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝♦✉r❛♥t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ❛✉① tr♦✐s ♥÷✉❞s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✉ ♥÷✉❞ ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ c✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✛❡❝té❡s ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s φc✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ✿
✸✳✶✳ ▲❡s ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✺✸
{1, 2, 3} {2, 3, 4} {3, 4, 5}
ψ1✱ψ2✱ψ3
ψ{1,2}
ψ{1,3}
ψ4
ψ{2,4}✱ψ{3,4}
ψ5
ψ{3,5}✱ψ{4,5}
ψ{3,4,5}
❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❞é❝♦ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧✳
φ{1,2,3}({y1, y2, y3}) =ψ1(y1)ψ2(y2)ψ3(y3)ψ{1,2}({y1, y2})ψ{1,3}({y1, y3})
φ{2,3,4}({y2, y3, y4}) =ψ4(y4)ψ{2,4}({y2, y4})ψ{3,4}({y3, y4})
φ{3,4,5}({y3, y4, y5}) =ψ5(y5)ψ{3,5}({y3, y5})ψ{4,5}({y4, y5})ψ{3,4,5}({y3, y4, y5})
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦✉r❛♠✲
♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t ✭s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t é❝❤❛♥❣és ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❛rêt❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x)✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞ c′ ❛✉ ♥÷✉❞ c ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ µc′c(xc∩c′)✱ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s c ❡t c′✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ N (c)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ c ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t c′ \ c ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s
❞❡ c′ ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à c✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ t❡❧ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
µc′c(xc∩c′) =
∑
xc′\c
φc′(xc′)
∏
c′′∈N (c′)\c
µc′′c′(xc′′∩c′) ✭✸✳✼✮
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❞❡ s♦♠♠❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡
c′ s✉r t♦✉s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ c′ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞❛♥s ❧❛ ❝❧✐q✉❡ c ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❛ss❛♥t ❞❡s ✈♦✐s✐♥s c′′ ❞❡
c′✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ét❛♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥❡ ✜♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❛♥❞✱ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ µc′c(xc∩c′)✱ ❧❡ ♥÷✉❞ c′ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈♦✐s✐♥ ❛✉tr❡ q✉❡ c✳
❆✈❡❝ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡
c ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(xc) =
1
Z
φc(xc)
∏
c′∈N (c)
µc′c(xc′∩c) ✭✸✳✽✮
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ s✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❧✐q✉❡s✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ c1✱ c2 ❡t
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
c3✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ p(xc1) s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(x1, x2, x3) =
1
Z
φc1(x1, x2, x3)µc2c1(x2, x3)
=
1
Z
φc1(x1, x2, x3)
∑
x4
(
φc2(x2, x3, x4)µc3c2(x3, x4)
)
=
1
Z
φc1(x1, x2, x3)
∑
x4
(
φc2(x2, x3, x4)
∑
x5
(
φc3(x3, x4, x5)
))
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❛ ♣❧❛❝❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❧✐q✉❡ c ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡
❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ s♦♠♠❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✿
∀c ∈ C, Z =
∑
xc
Zp(xc)
=
∑
xc
φc(xc)
∏
c′∈N (c)
µc′c(xc′∩c)
✭✸✳✾✮
❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡✲
r✐♦r✐ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛♣♣❡❧é
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ max✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❡ss❛❣❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❛❧♦rs ✿
δc′c(xc∩c′) = max
xc′\c
φc′(xc′)
∏
c′′∈N (c′)\c
δc′′c′(xc′′∩c′) ✭✸✳✶✵✮
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ xˆ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
p(xˆ) =
1
Z
max
xc
φc(xc)
∏
c′∈N (c)
δc′c(xc′∩c) ✭✸✳✶✶✮
■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s δ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ max ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
xˆ✳
❈♦♠♣❧❡①✐té
❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s
❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ O(n×|X |k)✱ ♦ù n ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✱ |X | ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ X ✱ ❡t k ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ G✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❖r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s tr✐❛♥❣✉❧é q✉✐
✸✳✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✺✺
❡st ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❝❧✐q✉❡s✱
s♦✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ |X |k ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s à ♣r❡♥❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞❡s ❝❧✐q✉❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ♣❡✉t ✈✐t❡ êtr❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s ❣r❛♣❤❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s k = 2 ♦✉ k = 3✳ ▲✬❛✉tr❡
❢❛❝t❡✉r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ X ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ |X |✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ X ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✐♠♣r❛✲
t✐❝❛❜❧❡s✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬❏♦r❞❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ q✉✐
s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♠♦❞é❧✐sé❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❛♥t ❝❡tt❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❛✐♥s✐
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
✸✳✷ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱
❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❝✐ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sés ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡
s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ❡t
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬❡❧❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t s♦✐t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆♣rès ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
s✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
✸✳✷✳✶ ❆♥♥♦t❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ à rés♦✉❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs x = (x1, . . . , xn) ❡t y = (y1, . . . , yn) ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡t s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s X = {X1, . . . , Xn} ❡t Y = {Y1, . . . , Yn}✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
❝❤❛♠♣s ♣r❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X ✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡t Y ✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs x ❡t y ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝
❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ❛♥♥♦t❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ y s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ✿
yˆ = argmax
y∈Yn
p(y|x) ✭✸✳✶✷✮
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
G = (V,E) t❡❧ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ i ∈ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡sX ❡tY✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ✐❝✐ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts✱ ♣r❡♥❛♥t
❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts X ❡t Y ✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ♣rés❡♥tés ❡♥ ✸✳✶✳✺ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✳
■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❡❧❧❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣❡❧és ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ p(x) ♣❡r♠❡tt❛♥t✱
❣râ❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
p(y|x) =
p(x,y)
p(x)
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✱ ♠♦❞é❧✐s❡♥t
q✉❛♥t à ❡✉① ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(y|x)✳
✸✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ♦✉ ❤♠♠s ✭❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧s✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✈♦❝❛❧❡ ❬❘❛❜✐♥❡r ❛♥❞ ❏✉❛♥❣✱ ✶✾✽✻❪✱ ♦♥t été très
❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és ❡t ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡
séq✉❡♥❝❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❬❙❡②♠♦r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❋r❡✐t❛❣ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✵✱ ❙❦♦✉♥❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣ré✲
s❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✳
❙✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧❛❜❡❧s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(yi+1|x, y1, . . . , yi) = p(yi+1|yi)
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st✱ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ x ♣rès✱ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳✵✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
p(xi|x1, . . . , xi−1, xi+1, xn,y) = p(xi|yi)
✸✳✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✺✼
Yi−1. . . Yi Yi+1 . . .
Xi−1 Xi Xi+1
❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳
0st❛rt 1
2
3
❛ ✿ 1
3
❜ ✿ 2
3
❛ ✿ 1
2
❜ ✿ 1
2
❛ ✿ 2
3
✱ ❜ ✿ 1
3
❛ ✿ 1
2
✱ ❜ ✿ 1
2
1
1
3
2
3
❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❱✉❡ ❛✉t♦♠❛t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ xi ❡st ✏❣é♥éré❡✑ ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ yi ❝❤♦✐s✐ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✱
❞✬♦ù ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢✳ ❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❡t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y ✿
p(x,y) = p(y1)p(x1|y1)
n∏
i=2
p(yi|yi−1)p(xi|yi) ✭✸✳✶✸✮
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s à ét❛ts ✜♥✐s✱
❞♦tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈✉❡✱ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧❛❜❡❧s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t yi−1 à ✉♥ ét❛t yi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ p(yi|yi−1) ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✸✳✶✸✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ xi à ❧✬ét❛t yi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à p(xi|yi)✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(y1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ét❛t ❞✬êtr❡ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❤♠♠✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬✉♥ ❤♠♠✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥♥♦t❡r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3 ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ X = {a, b}✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts Y = {0, 1, 2, 3}✳
❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✏❛❛❛✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❝❛❧❝✉❧❡r p(X = aaa)✱ ♦♥ s♦♠♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s y ❞❡ x = aaa✱ s✉r
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s p(x,y)✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(X = aaa) =
∑
y∈Yn
p(X = aaa,Y = y)
= p(X = aaa,Y = 012) + p(X = aaa,Y = 013)
=
1
3
× 1×
1
2
×
1
3
×
2
3
+
1
3
× 1×
1
2
×
2
3
×
1
2
=
1
27
+
1
18
=
5
54
❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ sé✲
q✉❡♥❝❡ ✏❛❛❛✑✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✵ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❙♦♥ ✐♥s✲
t❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❤♠♠s ❡st ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦r✇❛r❞✲
❜❛❝❦✇❛r❞✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬▼❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤üt③❡✱ ✶✾✾✾❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ O(n× |Y|2)✳
❆♥♥♦t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é
❙✐ ❧✬♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✱
♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞♦♥♥é❡✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
p(y|x) ✿
yˆ = argmax
y∈Yn
p(y|x)
❍♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♦♥ ❛ ✿
yˆ = argmax
y∈Yn
p(x,y)
p(x)
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞♦♥♥é❡✱ p(x) ❡st
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ x r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
yˆ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿
yˆ = argmax
y∈Yn
p(x,y)
P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❝❛❧❝✉❧❡r
❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ Y✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ à ❛♥♥♦t❡r✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ❬❋♦r♥❡②✱ ✶✾✼✸❪ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡✣❝❛❝❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δi(yi)✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ x1 . . . xi✱ ♦ù ❧❡ ❧❛❜❡❧ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❡st ✜①é à
Yi = yi✳
δi(yi) = max
y1...yi∈Yi
p(X1 . . . Xi = x1 . . . xi, Y1 . . . Yi = y1 . . . yi) ✭✸✳✶✹✮
✸✳✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✺✾
Yi−1, Yi. . . Yi, Xi Yi, Yi+1 Yi+1, Xi+1 Yi+1, Yi+2
Ai Ai+1 Ai+2Bi Bi+1
. . .
❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭❡♥
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y✮ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ✭❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❧❛
♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ yˆ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❡st ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ δ1(y1) = p(y1)p(x1|y1)
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ δi+1(yi+1) = p(xi+1|yi+1)max
yi∈Y
δi(yi)p(yi+1|yi)
❋✐♥ ✿ p(x, yˆ) = max
yn∈Y
δn(yn)
▲♦rs ❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ♦♥ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ yi ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ max✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s yi ❝❤♦✐s✐s ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ O(n× |Y|2)✳
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❤♠♠s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ r❡♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
{Yi−1, Yi}✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥sAi✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {Xi, Yi}✱ ♥♦té❡sBi✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s δ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t②♣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✿
δBi+1Ai+2(yi+1) = max
xi+1
p(xi+1|yi+1)δAi+1Bi+1(yi+1)
= p(xi+1|yi+1)δAi+1Bi+1(yi+1)
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x
❞♦♥♥é❡✱ xi+1 ❡st ✜①❡✱ ❡t maxxi+1 p(xi+1|yi+1) = p(xi+1|yi+1)✳ ❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✿
δAi+1Bi+1(yi+1) = max
yi
p(yi+1|yi)δBiAi+1(yi)
❉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
δBi+1Ai+2(yi+1) = p(xi+1|yi+1)δAi+1Bi+1(yi+1)
= p(xi+1|yi+1)max
yi
p(yi+1|yi)δBiAi+1(yi)
= δi+1(yi+1)
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
0st❛rt 1
2
3
❛ ✿ 1 ❛ ✿
1
2
❜ ✿ 1
2
❛ ✿ 1
❜ ✿ 1
1
1
2
1
2
❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ❤♠♠ ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S =
{(❛❛❛, 012), (❛❜❜, 013)}✳
❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❤♠♠s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞✬êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r✱ à
♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s x✳ ▲❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭♦✉ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts✮ y ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✳
✕ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x,y) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❤♠♠s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(x) ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❲❡❧❝❤✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
t②♣❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❤♠♠ ❛✜♥ ❞❡
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢♦✉r♥✐✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é❝r✐✈♦♥s ♣❛s
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐❝✐ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❬▼❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤üt③❡✱ ✶✾✾✾❪✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♣❛r❛ît ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣❡✉ ét✉❞✐é✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡
❝♦♠♣t❡r✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ p(2|1)✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ 1 ✈❡rs 2 ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
♣❛rt❛♥t ❞❡ 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ p(a|1)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❞❡ a é♠✐s à ❧✬ét❛t 1 ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s é♠✐s❡s à ❧✬ét❛t 1✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❤♠♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
S = {(❛❛❛, 012), (❛❜❜, 013)}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❤♠♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
à ❧✬ét❛t 1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛ ❡st
é♠✐s✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ❜ ❡st é♠✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ p(❛|1) = 1
2
❡t p(❜|1) = 1
2
✳
P♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ 1✱ ♦♥ ❛✱ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✈❡rs 2 ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs 3✳ ❆✐♥s✐✱ p(2|1) = 1
2
❡t p(3|1) = 1
2
✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧✐st❡✱ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s✉r❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ✭♦✈❡r✜tt✐♥❣✮ s♦♥t ❣r❛♥❞s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡
❝♦♠♠❡♥ç❛✐t ♣❛r ✉♥ ❜✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❤♠♠ ❛♣♣r✐s✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✐s✲
✸✳✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✻✶
Yi−1. . . Yi Yi+1 . . .
X
❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠❡♠♠ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳
s❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥✉❧❧❡s✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✱ ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r ❞✐✈❡rs❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤ ❬▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♦✉ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t❡s ❬❙❥ö❧❛♥❞❡r✱ ✷✵✵✸❪✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❋r❡✐t❛❣ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✶✾✾✾❪✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
X ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❧✐♠✐té❡✳ ❖r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(x)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
✸✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s t✐❡♥♥❡♥t ❧❡✉r ♥♦♠ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(y|x) ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■❧s é✈✐t❡♥t ❛✐♥s✐
❞❡ ❞❡✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(x)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ à ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ à ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ à ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♦✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧s
✭♠❡♠♠s✮ ❬▼❝❈❛❧❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✐r✐❣é ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ i ♣♦✉r ❧❡s ♠❡♠♠s ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✳
▲❡s ♠❡♠♠s r❡st❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ ❝❡❧❛ q✉✬✐❧s r❡s♣❡❝t❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐✱ s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✲
✈✐❡♥♥❡ ✿
p(yi+1|y1, . . . ,yi) = p(yi+1|yi)
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❤♠♠s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♠❡♠♠s ♥❡ ✏❣é♥èr❡✑ ♣❛s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi+1 ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
Yi ❧❛ ♣ré❝é❞❛♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿
p(yi+1|x, y1, . . . ,yi) = p(yi+1|x, yi)
❆✈❡❝ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(y,x) = p(x)p(y1)
n∏
i=2
p(yi|yi−1,x)
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r p(x) ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✶✺✮✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s
♠❡♠♠s✳
p(y|x) =
n∏
i=1
p(yi|yi−1,x) ✭✸✳✶✺✮
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ p(y1) = p(y1|y0)✳
❆✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ p(y|y′,x)✱ ❧❡s ♠❡♠♠s
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ py′(y,x)✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❧❛❜❡❧ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
py′(y,x) =
1
Z(x, y′)
exp
( K∑
k=1
λkfk(y
′, y,x)
)
✭✸✳✶✻✮
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ K ❢♦♥❝t✐♦♥s fk ❡t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λk✳ ❈❡tt❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Z(x, y′)✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❛❝❤❛♥t x ❡t y′✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Z(x, y′) =
∑
yi∈Yn
exp
( K∑
k=1
λkfk(y
′, y,x)
)
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fk ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
✭❢❡❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❡t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ❧❛❜❡❧s y′ ❡t y ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ✈❛❧❛♥t 1 s✐ ✉♥ t❡st ❡st
✈r❛✐✱ 0 s✐♥♦♥✳ ▲❡s ♣♦✐❞s Λ = {λ1, . . . , λK} ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠❡♠♠✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳✶✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ❙✐ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❛♥♥♦t❡r ❧✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
f(yi, yi+1,x) =


1 s✐ yi = 0✱ yi+1 =❛✉t❤♦r
❡t s✐ xi−1..xi =✧P♦st❡❞ ❜②✧ ❡t xi+1 ❡st s♦✉❧✐❣♥é
0 s✐♥♦♥
✸✳✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✻✸
❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✕ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞✉ s✐t❡ ❙❧❛s❤❞♦t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡
❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ♦ù ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❝❤♦✐s✐ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❧❛❜❡❧
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞✉ ♠♦t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r❡♥♥❡♥t
❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❧❛❜❡❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r xi✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r xi−1 ❡t xi+1✳
❆♥♥♦t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ▼❊▼▼
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❡♠♠ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❤♠♠✳ ❆✐♥s✐✱
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(y|x)✱ ét❛♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s F = {f1, . . . , fK} ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s Λ✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ py′(y,x)✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❱✐t❡r❜✐✱ ❞é❝r✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✱ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠❡♠♠s ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ δ1(y1) = p(y1)
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ δi+1(yi+1) = max
yi∈Y
δi(yi)pyi(yi+1,x)
❋✐♥ ✿ p(yˆ|x) = max
yn∈Y
δn(yn)
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❡st
♠♦❞✐✜é❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤♠♠s✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(n× |Y|2)✳
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ▼❊▼▼
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥♠❡♠♠✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠❡♠♠ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(y|x) =
n∏
i=1
p(yi|yi−1,x)
❆✐♥s✐✱ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠❡♠♠ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p(yi|yi−1,x)✳ ❖r✱ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱
❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Λ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠❡♠♠ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x,y) ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣♦✐❞s Λ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ♠❛①✐✲
♠✐s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✵✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❡♠♠
❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ |Y| ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ✿ ✉♥ ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ py′ ✳
❉❛♥s ❬▼❝❈❛❧❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Λ ❛✈❡❝ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❲❡❧❝❤ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❤♠♠s✳
Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛❜❡❧
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♠❡♠♠s✱ s✬✐❧s ♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s♦✉✛r❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛❜❡❧✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❧✐é à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡s ♠❡♠♠s ❡t à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❝❡
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ ∑
yi
p(yi|yi−1, x1, . . . , xi) =
∑
yi
p(yi|yi−1, xi).p(yi−1|x1, . . . , xi−1)
= 1.p(yi−1|x1, . . . , xi−1)
= p(yi−1|x1, . . . , xi−1)
❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡ç✉❡ ♣❛r yi−1 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s❡ à yi✱
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xi✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ s❡rt q✉✬à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r yi✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥ yi ♥✬❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ xi✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ tr❛♥s♠✐s❡ à yi✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡✈❛♥t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉①
❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✏r✐❜✑ ❡t ✏r♦❜✑✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Y = {1, 2}✱ ❡t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞❡ ✏r✐❜✑ ❡st ✏✶✶✶✑✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✏r♦❜✑ ❡st ✏✷✷✷✑✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
✏r♦❜✑✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞✬❛❜♦r❞ X1 = r✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ Y1 ❡st éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡ ❡♥
p(Y1 = 1|X1 = r) = p(Y1 = 2|X1 = r) = 0.5✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❛❜❡❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ❤❛s❛r❞✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❛❜❡❧ 1 ❛ été ❝❤♦✐s✐✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ X2 = o ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Y2✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ Y1 = 1 → Y2 = 2 ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❧❡ ❧❛❜❡❧ 1
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✻✺
❡st ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ X2 = o✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Y3✳ ▲❡ ♠❡♠♠ ❛ ❞♦♥❝ ❛♥♥♦té ✏r♦❜✑ ♣❛r ✏✶✶✶✑
s❛♥s ♠ê♠❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X2 = o✳ ■❧ ❛✉r❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣✉ ❛♥♥♦t❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❛r ✏✷✷✷✑ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❬▲❛✛❡rt② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♦♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ ✷✵✵✶ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛♣♣❡❧é ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❈❡✉①✲❝✐ ♥❡ s♦✉✛r❡♥t ♣❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛❜❡❧ ❝❛r ✐❧s ♥❡ ♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥ ÷✉✈r❡
✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡♠♠s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
✸✳✸ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r
❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ ❛❞❛♣té ❛✉① tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ❬▲❛✛❡rt② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳
✸✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ❝r❢s ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s✮ s♦♥t✱ t♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧❡s♠❡♠♠s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
p(y|x)✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧s s♦♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥♦♥ ❞✐r✐❣é r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X1 . . . Xn ❡t Y1 . . . Yn ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t
à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❡♠♠✱ ♠❛✐s ❡♥ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀1 ≤ i ≤ n, p(Yi|X, Yj, j 6= i) = p(Yi|X, Yi−1, Yi+1)
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❧❛❜❡❧ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s i− 1 ❡t i+1 ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✳ ❉❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
Yi−1 ❡t Yi+1✮✱ ❛✉r❛✐❡♥t ❛✉ss✐ ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✵✮✳
❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡
❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ✿
p(x,y) =
1
Z
ψX(X)ψ{Yi−1}(yi−1)ψ{Yi}(yi) . . . ψ{Yi−1,Yi,X}(yi−1, yi,x)
♦ù Z ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ {Yi} ψi(yi)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ {Yi, Yj}✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
ψi,j✳
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
Yi−1. . . Yi Yi+1 . . .
X
❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝r❢ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡♠♠s✱ ♦♥ ✈❡✉t ✐❝✐ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ♥❡ t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r X✱ ❡t
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ{Yi}(yi) s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ψ{Yi,X}(yi,x)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(y|x) =
1
Z
n∏
i=1
ψi(yi,x)
n∏
i=2
ψi−1,i(yi−1, yi,x)
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥
❝r❢✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X s❡r❛ ❛✐♥s✐ t♦✉❥♦✉rs ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦♥♥❡❝té
à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s X✳
❙✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♠♠s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ψi ❡t ψi−1,i s✬❡①♣r✐♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿
ψi(yi,x) = exp(
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi,x))
ψi−1,i(yi−1, yi,x) = exp(
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi,x))
♦ù K1 ❡t K2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f
(1)
k ❡t f
(2)
k ✳
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s f (1)k ❡t f
(2)
k s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❝❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❝❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t
❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛✛❡❝tés ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
f (1) : Y ××X n → R
f (2) : Y2 ×X n → R
❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧❛❜❡❧s
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬ét❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✻✼
f (1)(yi,x) =
{
1 s✐ yi = ❛✉t❤♦r ❡t xi ❡st s♦✉❧✐❣♥é
0 s✐♥♦♥
f (2)(yi−1, yi,x) =


1 s✐ yi−1 = ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ yi = ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❡t xi−2 =✧✇r✐t❡s✧
0 s✐♥♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s②♥✲
t❛①✐q✉❡✳
♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❜✐♥❛✐r❡s✱ r❡♥✈♦②❛♥t 1 q✉❛♥❞ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♦❜s❡r✈é ❡t 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛
tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥÷✉❞✳ ❊❧❧❡ r❡✲
t♦✉r♥❡ 1 s✐ ❧❡ ♠♦t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❡st s♦✉❧✐❣♥é ❡t s✐ ❝❡ ♠♦t ❛ été
❛♥♥♦té ♣❛r ❛✉t❤♦r✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡✱ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s
❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ✷ ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❊❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ 1 s✐ ❧❡s ♠♦ts ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s i − 1 ❡t i
♦♥t t♦✉s ❞❡✉① été ❛♥♥♦tés ♣❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t s✐ ❧❡ ♠♦t ❧❡s ♣ré❝é❞❛♥t xi−2 ❡st ✏✇r✐t❡s✑✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡♠♠s✱ ♦♥ ✈♦✐t s✉r ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s f (j) ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♣♦✐❞s λ(j)✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ❡st ✉♥ ré❡❧
q✉✐ ✈❛ ✈❡♥✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❧♦rs ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❛✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐❞s
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❝❝♦r❞❡r❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❧❡✈é❡ ❛✉① ♣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠♦ts
s♦✉❧✐❣♥és ♦♥t été ❛♥♥♦tés ♣❛r ❛✉t❤♦r✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t ❛ss♦❝✐és
❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡
s♦rt✐❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ♣♦✐❞s ♥é❣❛t✐❢ ❡st ❛ttr✐❜✉é ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✏♠❛✉✈❛✐s❡✑
❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
❆✈❡❝ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y s❛❝❤❛♥t ✉♥❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿
p(y|x) =
1
Z
n∏
i=1
ψi(yi,x)
n∏
i=2
ψi−1,i(yi−1, yi,x)
p(y|x) =
1
Z
n∏
i=1
exp
( K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi,x)
) n∏
i=2
exp
( K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi,x)
)
p(y|x) =
1
Z
exp
( n∑
i=1
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi,x) +
n∑
i=2
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi,x)
)
✭✸✳✶✼✮
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ✐❝✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ■❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✱
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s y ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
Z(x) =
∑
y∈Yn
exp
( n∑
i=1
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi,x) +
n∑
i=2
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi,x)
)
✭✸✳✶✽✮
✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❛♥♥♦t❡r✱ ❞❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs s❡ ♣♦s❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❝r❢ ✭❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭▼❆P✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❝♦✉♣❧❡s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣✲
❝❛❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs
♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(y|x) ✿
yˆ = argmax
y∈Yn
p(y|x)
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛ï❢ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ét❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ à ❛♥♥♦t❡r✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛❞❛♣té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✮✱
❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✵✮✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δi(yi)✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝❤❛î♥❡ x1 . . . xi✱ ♦ù xi ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r yi ✿
δi(yi) = max
y1...yi−1∈Yi−1
log
( i∏
j=1
exp
( K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yj,x)
) i∏
j=2
exp
( K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yj−1, yj,x)
))
= max
y1...yi−1∈Yi−1
i∑
j=1
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yj,x) +
i∑
j=2
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yj−1, yj,x)
❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ ♦♥ s✬❡st ❛✛r❛♥❝❤✐ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉① ❝r❢s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ✱
♠❛✐s ❣❛r❛♥t✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ✉♥
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✻✾
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ δ1(y1) =
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (y1, 1,x)
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ δi+1(yi+1) =
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi+1, i+ 1,x)
+max
yi∈Y
(
δi(yi) +
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi, yi+1, i+ 1,x)
)
❋✐♥ ✿ p(yˆ|x) =
1
Z(x)
exp
(
max
yn∈Y
δn(yn)
)
▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ p(yˆ|x) =
1
Z(x)
exp
(
max
yn∈Y
δn(yn)
)
❡t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ q✉✐ ❛ été ♠é♠♦r✐sé ❛✉
❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s δ✳
❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❡st ♠é♠♦r✐sé❡ ❡t ♥✬❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ à ❛♥♥♦t❡r✱ |Y| ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ n ×
|Y| ✈❛❧❡✉rs à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s δ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y ✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❞♦♥❝ ❡♥ O(n× |Y|2)✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Λ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ S = {(x(1),y(1)), . . . , (x(m),y(m))} ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❡t ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Λ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és
à ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Λ✱ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
L(S,Λ) =
∏
(x(i),y(i))∈S
pΛ(y
(i)|x(i)) ✭✸✳✶✾✮
♦ù pΛ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st Λ✳ ➱t❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ L ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢♦✉r♥✐❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿
L(S,Λ) = log(L(S,Λ))
= log
( ∏
(x(i),y(i))∈S
pΛ(y
(i)|x(i))
)
=
∑
(x(i),y(i))∈S
log pΛ(y
(i)|x(i))
✭✸✳✷✵✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ L ❡st ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, 1]✳ L ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ] −∞, 0]✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣r✐été ✸✳✷ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S = {(x(1),y(1)), . . . , (x(m),y(m))}✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ L(S,Λ)
❡st ❝♦♥❝❛✈❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ Λˆ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Λ
❢❛✐s❛♥t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ L s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té pΛ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣é♥éré ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s✉r❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛♣♣r✐s❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛❧♦rs ♣❛s ❞✬❛♥♥♦t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥✲
♥é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭♦✉ ré❣✉❧❛r✐sé❡✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Λ ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖Λ‖
❡st tr♦♣ é❧❡✈é❡✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✿
L(S,Λ) =
∑
(x(i),y(i))∈S
log pΛ(y
(i)|x(i))−
K∑
k=1
λ2k
2σ2
✭✸✳✷✶✮
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s é❧❡✈és ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣é♥❛❧✐sés✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱
❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥♦♥
♣é♥❛❧✐sé❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ r✐❡♥ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✳
❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à 1 ♥÷✉❞ f (1)k (yi,x) s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿
λ(2).f
(2)
i =
K2∑
k=1
λ
(2)
k f(yi−1, yi, i,x)
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✼✶
L(S,Λ) =
∑
(x(i),y(i))∈S
log pΛ(y
(i)|x(i))
=
∑
(x(i),y(i))∈S
( n∑
i=2
λ(2).f
(2)
i − logZ(x)
)
=
∑
(x(i),y(i))∈S
( n∑
i=2
λ(2).f
(2)
i − log
( ∑
y∈Yn
exp(
n∑
i=2
λ(2).f
(2)
i )
))
✭✸✳✷✷✮
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ L(S,Λ)✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Λ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ P♦✉r ♠❛①✐✲
♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ s♦♥t ❞♦♥❝ à ♥♦tr❡
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❖♥
❝♦♠♣t❡ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡t
❧❡s ❧✲❜❢❣s ❬❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❲❛❧❧❛❝❤✱ ✷✵✵✷❪✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été
❝♦♠♣❛ré❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛ ♠♦♥tré ✉♥ ❧❛r❣❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s r❡q✉✐s ❡t
❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ❧✲❜❢❣s✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ(2)k ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❊❧❧❡
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
∂L
∂λ
(2)
k
=
∑
(x(i),y(i))∈S
n∑
i=1
f
(2)
k (yi−1, yi,x)−
∑
y∈Yn
n∑
i=1
f
(2)
k (yi−1, yi,x) exp(
n∑
i=2
λ(2).f
(2)
i )
Z(x)
=
∑
(x(i),y(i))∈S
n∑
i=1
f
(2)
k (yi−1, yi,x)−
∑
y∈Yn
n∑
i=1
f
(2)
k (yi−1, yi,x)p(y|x)
✭✸✳✷✸✮
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ à ❛♥♥♦t❡r✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r♠✐
Yn✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✿
∂L
∂λ
(2)
k
=
∑
(x(i),y(i))∈S
n∑
i=1
f
(2)
k (yi−1, yi,x)−
n∑
i=1
∑
(yi−1,yi)∈Y2
f
(2)
k (yi−1, yi,x)p(yi−1, yi|x) ✭✸✳✷✹✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡
p(yi−1, yi|x)✳ ❖r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡✣✲
❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x)✱ ❛♣♣❡❧é ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✵✮✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❧❡ ❝❛s ♣ré❝✐s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ❬▼❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤üt③❡✱ ✶✾✾✾❪ ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ max ❡st ✐❝✐ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❛✐♥s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ αi(yi)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
αi(yi) =
∑
y1...yi−1∈Yi−1
i∏
j=2
exp
(
λ(2).f
(2)
j
)
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ αi(yi) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ x1 . . . xi✱ ♦ù xi ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r yi✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ α ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ α1(y1) = 1
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ αi+1(yi+1) =
∑
yi∈Y
(
αi(yi) exp(λ
(2).f
(2)
i+1)
)
❋✐♥ ✿ Z(x) =
∑
yn∈Y
αn(yn)
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x)✳
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ p(yi−1, yi|x)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
βi(yi) =
∑
yi+1...yn∈Yn−i
n∏
j=i+1
exp
(
λ(2).f
(2)
j
)
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ βi(yi) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ xi+1 . . . xn✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ xi ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r yi✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ βn(yn) = 1
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ βi(yi) =
∑
yi+1∈Y
(
βi+1(yi+1) exp(λ
(2).f
(2)
i+1)
)
❋✐♥ ✿ Z(x) =
∑
y1∈Y
β1(y1)
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡❧❧❡s
❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x)✳
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡t ❜❛❝❦✇❛r❞✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✼✸
Yi−1, Yi,X. . . Yi, Yi+1,X Yi+1, Yi+2,X . . .
Ci−1 Ci Ci+1
❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝r❢s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿
αi(yi)βi(yi) =
∑
y1...yi−1∈Yi−1
i∏
j=2
exp
(
λ(2).f
(2)
j
)
×
∑
yi+1...yn∈Yn−i
n∏
j=i+1
exp
(
λ(2).f
(2)
j
)
=
∑
y1...yi−1yi+1...yn∈Yn−1
n∏
j=2
exp
(
λ(2).f
(2)
j
)
= Z(x)p(yi|x)
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ yi ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(yi|x) =
αi(yi)βi(yi)
Z(x)
✭✸✳✷✺✮
❊t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ p(yi−1, yi|x) ♥é❝❡ss❛✐r❡
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
p(yi−1, yi|x) =
αi−1(yi−1) exp
(
λ(2).f
(2)
i
)
βi(yi)
Z(x)
❆✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡t ❜❛❝❦✇❛r❞✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(n × |Y|2)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ q✉❛♥t à
❡❧❧❡✱ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❡st ❞❡
O(n×K × |Y|2)✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲
♣r♦❞✉❝t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡t ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ✐❝✐ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s tr❛♥s♠✐s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✱ ❡st ✉♥❡ sé✲
q✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {Yi, Yi+1,X}✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
✐❝✐ Ci✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✿ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✱ ♦♥ ❛
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞♦♥❝ ✿
µCiCi+1(yi+1) =
∑
yi
φCi(yi, yi+1)µCi−1Ci(yi)
=
∑
yi
exp
(
λ(2).f
(2)
i+1
)
µCi−1Ci(yi)
= αi+1(yi+1)
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ♣❛ssés ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿
µCiCi−1(yi) =
∑
yi+1
exp
(
λ(2).f
(2)
i+1
)
µCi+1Ci(yi+1)
= βi(yi)
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ♣❛ssés ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳
✸✳✸✳✸ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐♥❡❛r✲❝❤❛✐♥ ❈❘❋s ❡t ❧❡s ❍▼▼s
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s
❝❤❛î♥❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ rés✉♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✱
❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
✕ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ét❛t s à ✉♥ ét❛t t ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(t|s)✳
✕ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ k à ✉♥ ét❛t s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(k|t)✳
✕ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p(s) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ❞✬êtr❡ ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ❛✈❡❝
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❤♠♠ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t s à ✉♥ ét❛t t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s fs,t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
fs,t(yi−1, yi, x, i) =
{
1 s✐ yi−1 = s ❡t yi = t
0 s✐♥♦♥
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∀s, t ∈ Y , λs,t = log p(t|s)
✸✳✸✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✼✺
0st❛rt 1
2
3
❛ ✿ 1
3
❜ ✿ 2
3
❛ ✿ 1
2
❜ ✿ 1
2
❛ ✿ 2
3
✱ ❜ ✿ 1
3
❛ ✿ 1
2
✱ ❜ ✿ 1
2
1
1
3
2
3
❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✳
❆✐♥s✐✱ s✉r ❧❡ ❤♠♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t 0 ✈❡rs ❧✬ét❛t 1 ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s f0,1 ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st λ0,1 = log(1) = 0✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ u à ✉♥ ét❛t s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s gu,s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
gu,s(yi−1, yi, x, i) =
{
1 s✐ xi = u ❡t yi = s
0 s✐♥♦♥
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❡st ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥ ✿
∀u ∈ X ,∀s ∈ Y , µu,s = log p(u|s)
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❤♠♠✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛ à ❧✬ét❛t 1 ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ga,1 ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st µa,1 = log(12)✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ét❛t s ❡st ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
hs(yi, x, i) =
{
1 s✐ yi = s ❡t i = 1
0 s✐♥♦♥
▲❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ✿
∀s ∈ Y , νs = log p(s)
❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧✬ét❛t 0✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s h0 ❞♦♥t ❧❡
♣♦✐❞s ❡st ν0 = log(1) = 0✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ❡t ❝❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❤♠♠ ✿
phmm(y|x) =
phmm(x,y)
phmm(x)
=
phmm(x,y)∑
y∈Yn phmm(x,y)
❖r✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✸✳✶✼✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✉r
❧❡s séq✉❡♥❝❡s s✬❡①♣r✐♠❡ ✿
p(y|x) =
exp
(∑n
i=1
∑K1
k=1 λ
(1)
k f
(1)
k (yi, i,x) +
∑n
i=2
∑K2
k=1 λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi, i,x)
)
∑
y∈Yn exp
(∑n
i=1
∑K1
k=1 λ
(1)
k f
(1)
k (yi, i,x) +
∑n
i=2
∑K2
k=1 λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi, i,x)
)
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ✿
exp
( n∑
i=1
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yi, i,x) +
n∑
i=2
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yi−1, yi, i,x)
)
= phmm(x,y)
❖r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é♠✐ss✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✭✐❡✳ ✈❛❧❡♥t 1✮✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✈❛✉t 1✳ ❊♥✜♥✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐s✐ ✈❛✉t 1✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿
exp
(
νy1 +
n∑
i=1
µxi,yi +
n∑
i=2
λyi−1,yi
)
=exp νy1 .
n∏
i=1
expµxi,yi .
n∏
i=2
expλyi−1,yi
=p(y1).
n∏
i=1
p(xi|yi).
n∏
i=2
p(yi|yi−1)
=phmm(x,y)
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❤♠♠s✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡ ❤♠♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t 0
à ❧✬ét❛t 2 ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
❝ à ❧✬ét❛t 0✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s✱ ❝❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥t
❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❤♠♠ ✿ p(2|0) = 0 ❡t p(c|0) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ♣♦✐❞s q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é ❡st limx→0+ log(x) = −∞✳
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s s♦♥t ♠✉♥✐s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r✲
❣✐♥❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣r✐♦r✐✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♥♦✉s
❡♥ ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té tr♦✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s✉r
❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❡♠❜❧❡♥t ❧❡s
♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é✱ ✐❧s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❡①♣r❡ss✐❢s
q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛❜❡❧
❞♦♥t s♦✉✛r❡♥t ❧❡s ♠❡♠♠s✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞♦♥♥é ❡t ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s t♦✉r♥♦♥s ✈❡rs ❧❡s ❝❤❛♠♣s
✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✼
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❝r❢s ❛✉ ❝❛s ❞❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✜♥
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s❡❧♦♥ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛❜♦r❞é❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ q✉❡❧s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡s
♣❧✉s ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥ ❞❡
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ❛❞❛♣tés ❛✉① ❛r❜r❡s ①♠❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❛♥t
❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ❛✉① tâ❝❤❡s ❞✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
✹✳✶ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❞✐s❝✉t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐①
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❜♦r❞é❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♥♥♦t❡r✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦s ❜❡s♦✐♥s✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ rss✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♥♥♦t❡r ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ P♦✉r ❛♥♥♦t❡r
✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ①♠❧✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ n ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yn✳
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r t✐t❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡
s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ✐t❡♠✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r ✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡ ♥÷✉❞
❛♥♥♦té ♣❛r ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡ ❛ ♣♦✉r ♣èr❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡❧❡t❡ ❡t ❡st ❧❡ ❢rèr❡ ❞r♦✐t
❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❛✉t❤♦r✳ ■❧ ❡st ✐❝✐ ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡s ❧❡s
tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s ♥÷✉❞s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣r✐✲
♠❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈♦✉❧♦✐r ✉t✐❧✐s❡r
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❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞❡ ❙❧❛s❤❞♦t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳
❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi s❡r❛✐❡♥t ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❯♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❡st t♦✉t❡❢♦✐s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❝❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐①✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞é✜♥✐r ❞❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡
①♠❧✳ ❈❡s ❝❤♦✐① ❞♦✐✈❡♥t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té s✉✣s❛♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡
❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡✉rs ✐♥térêts ❡t ❞é❢❛✉ts✳
✹✳✶✳✶ ✶✲❈❘❋s ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ✶✲❝r❢s ✱ ❡st ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
✹✳✶✳ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ✽✶
❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣❛r
♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥÷✉❞✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f (1)k (yn,x, n) ♦ù n r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ K1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ψ(1)n (yn,x)✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s♦♥t ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ψ(1)n (yn,x) = exp
( K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yn,x, n)
)
✭✹✳✶✮
❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y s❛❝❤❛♥t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x s✬❡①♣r✐♠❡
❛✐♥s✐ ✿
p(y|x) =
1
Z(x)
exp
(∑
n
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yn,x, n)
)
✭✹✳✷✮
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡ ♠ê♠❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Λ(1) = {λ1, . . . , λK1} s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡
❧✬❛r❜r❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐① r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s
s♦♥t ❛♥♥♦tés s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡s✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✶✲❝r❢s ♣♦ssè❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s à
❛♥♥♦t❡r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❧✐♠✐t❡ ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐✈✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ✏str✉❝t✉r❡s ❞❡
❧❛❜❡❧s✑✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r t✐t❧❡ s❡r❛ très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛♥♥♦té ♣❛r ⊥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
ét❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ t❡①t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ t✐tr❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ♣❛✲
r❛♠ètr❡s q✉✬✉♥ ❧❛❜❡❧ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ✐❝✐ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳
✹✳✶✳✷ ✷✲❈❘❋s ✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ Pèr❡✲❋✐❧s
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✶✲❝r❢s✱ ❞❛♥s s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡ à
t♦✉t ❛r❜r❡ ✿ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
s✉❝❝❡ss❡✉r ✿ s✉❝❝(i− 1) = i✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t été ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❤✐❧❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✱ t♦✉t
♥÷✉❞ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣èr❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❝❡tt❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❝❤✐❧❞✱ ❣râ❝❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❡♥tr❡ ❧❡
❝❤♦✐① ❞✉ ❧❛❜❡❧ ❛✉t❤♦r ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❧❛❜❡❧ ⊥ ♣♦✉r s♦♥ ✜❧s✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡❧❙❚ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡♥t ✏s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
Yn
Yni
. . . Ynij Yni(j+1) . . .
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✷✲❝r❢s✳ Yni ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ Yn ❡t
❞❡ s❡s ✜❧s✳
Yǫ
Y0
Y00
Y000
Y0000
Y1
Y10
Y100 Y101
Y1010
Y102
Y2
Y20
Y200
Y21
Y210 Y211
Y2110
Y3
❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ✐t❡♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝
❧❡s ✷✲❝r❢s✳
s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❛✉ ♥÷✉❞ n✱ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❡♥r❛❝✐♥és
❛✉① ✜❧s ❞❡ n✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é ✷✲❝r❢s ✱ ❛❥♦✉t❡
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣èr❡✲✜❧s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙✉r ❝❡❧✉✐✲
❝✐✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yni ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
Yn✱ ❧❡ ♥÷✉❞ n ét❛♥t ❧❡ ♣èr❡ ❞❡ ni✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✜❧s
❞❡ ni✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛r❜r❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❡st ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❧✐q✉❡s✳ ❖♥ ❛ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✶✲❝r❢s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✷ ♥÷✉❞s ✿ ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t s♦♥ ♣èr❡✳ ❙✉r ❝❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f (2)k (yn, yni,x, ni)✱ ♦ù n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥÷✉❞
✹✳✶✳ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ✽✸
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ni ❛✉ ieme ✜❧s ❞❡ ❝❡ ♥÷✉❞✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ✏♣èr❡✲✜❧s✑ s♦♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✜❧s ni✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t
q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣èr❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ✏♣èr❡✲✜❧s✑ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ψ
(2)
ni (yn, yni,x) = exp
( K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yn, yni,x, ni)
)
✭✹✳✸✮
♦ù K2 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s f
(2)
k ✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ✿
p(y|x) =
1
Z(x)
exp
(∑
n
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yn,x, n) +
∑
ni
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yn, yni,x, ni)
)
✭✹✳✹✮
❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭1 ♦✉ 2 ♥÷✉❞s✮✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s✳ ❈❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❈♦❤♥ ❛♥❞ ❇❧✉♥s♦♠✱ ✷✵✵✺❪✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✏♣èr❡✲✜❧s✑ ❛ ❢❛✐t
♣❛ss❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s à 2✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s✬✐❧s r❡st❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s à ❛♥♥♦t❡r✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s
♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✱ ❧✐♠✐t❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à 500✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✶✲❝r❢s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
❧❛❜❡❧ à t♦✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ n ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❧❛❜❡❧s
❛✛❡❝tés ❛✉ ♣èr❡ ❡t ❛✉① ✜❧s ❞❡ n✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s♦✉s ❧❡ ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❛✉t❤♦r ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ⊥✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
f
(2)
k (yn, yni,x, ni) =
{
1 s✐ yn = ❛✉t❤♦r ❡t yni = ⊥
0 s✐♥♦♥
❊♥ ❛✛❡❝t❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝✐té ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t s❡r❛ ♣rés❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♠♣♦rt❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✿
f
(2)
k (yn, yni,x, ni) =


1 s✐ yn = ❛✉t❤♦r✱ yni = ⊥
❡t xn = ❛
0 s✐♥♦♥
✹✳✶✳✸ ✸✲❈❘❋s ✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ Pèr❡✲❋✐❧s✲❋rèr❡
▲❡s ✷✲❝r❢s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
Yn
Yn(i−1) Yni
. . . Ynij Yni(j+1) . . .
Yn(i+1)
❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ Yni ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ Yn✱ ❞❡ s❡s ❢rèr❡s
♣ré❝é❞❡♥t ❡t s✉✐✈❛♥t✱ ❡t ❞❡ s❡s ✜❧s✳
❝❤✐❧❞ ❡♥tr❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t s❡s ✜❧s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♠❛✐s
❛ ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ✉♥ ✐♥térêt sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦rt❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛✉t❤♦r ❡t ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ à ❛♥♥♦t❡r✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❛♣♣❛r❛ît s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① rés♦✉❞r❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❆✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐✲
s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♣♣❡❧é ✸✲❝r❢s q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s
✷✲❝r❢s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✐ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s
✜❧s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s ❡st r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yni ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ Yn✱
❞❡ s❡s ❡♥❢❛♥ts ❡t ❞❡ s❡s ❢rèr❡s ❣❛✉❝❤❡ Yn(i−1) ❡t ❞r♦✐t Yn(i+1)✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s ♣r❡♥❞
t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥t s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❡♥ r❡✲
✈❛♥❝❤❡ ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❉é✜♥✐r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ♦✉ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♥✬❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ s❡♥s✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣èr❡ ❡t ♣❛s ❞❡s ♥÷✉❞s✱ é❧é♠❡♥t✱
❛ttr✐❜✉t ♦✉ t❡①t❡✱ ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s s♣é❝✐✜❝✐tés✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r
❧✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ❞é❥à ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s
✷✲❝r❢s✱ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡t ❞❡ s♦♥ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s
❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✱ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❧✐q✉❡s
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ f (3)k (yn, yni, yn(i+1),x, ni)✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
✹✳✶✳ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ✽✺
Yǫ
Y0
Y00
Y000
Y0000
Y1
Y10
Y100 Y101
Y1010
Y102
Y2
Y20
Y200
Y21
Y210 Y211
Y2110
Y3
❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é à ✐t❡♠ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝
❧❡s ✸✲❝r❢s✳
▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❝❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ψ
(3)
ni (yn, yni, yn(i+1),x) = exp
( K3∑
k=1
λ
(3)
k f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, ni)
)
✭✹✳✺✮
♦ù K3 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s f
(3)
k ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ✸✲❝r❢s ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
p(y|x) =
1
Z(x)
exp
(∑
n
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yn,x, n)
+
∑
ni
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yn, yni,x, ni) +
∑
ni
K3∑
k=1
λ
(3)
k f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, ni)
)
✭✹✳✻✮
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ♥÷✉❞ n(i+ 1) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ♦♥ ❛
λ
(3)
k f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, ni) = 0
❈♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à ✶ ♦✉ ✷ ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐
❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
❧❛ ❝❧✐q✉❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣❛tr♦♥ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞✱ s♦♥ ♣èr❡ ❡t s♦♥ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛ss♦❝✐és ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝✉❜✐q✉❡✳ P❧✉s ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ❝❡❝✐ ♣❡✉t
êtr❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠♦✐♥s ❞❡ 60 ❧❛❜❡❧s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❡s
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
✶✲❝r❢s ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❚❛✐❧❧❡ ❞❡s
✶ ✷ ✸
❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s
❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❯♥✐q✉❡♠❡♥t ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ✰ Pèr❡✲❋✐❧s ✰ Pèr❡✲❋✐❧s✲❋rèr❡
❈♦♠♣❧❡①✐té
O(N × |Y|) O(N × |Y|2) O(N × |Y|3)
❡♥ t❛✐❧❧❡
◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ≈ 20000 ≈ 500 ≈ 60
❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✸ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s
s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐✈✐té✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✬♦✛r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡
ré❢èr❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥
♥÷✉❞ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❛✉t❤♦r ❡t q✉❡ s♦♥ ❢rèr❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡✳ ❉❡
♣❧✉s ❧❡✉r ♣èr❡ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡❧❡t❡✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦rt❡ ❡♥tr❡ ❝❡s tr♦✐s ❧❛❜❡❧s ♣❡✉t êtr❡
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, ni) =


1 s✐ yn = ❞❡❧❡t❡✱ yni = ❛✉t❤♦r✱
yn(i+1) = ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡ ❡t xn(i−1) =✏P♦st❡❞ ❇②✑
0 s✐♥♦♥
P❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛✉① ❝❧✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦✲
❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❡①♣r✐♠❡r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ êtr❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❞❡s tr♦✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛r❜r❡s✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉♠é ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡
♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ✭é✈❛❧✉é❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✮✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
✹✳✶✳✹ ✸✲❈❘❋s ❡t ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡s ✸✲❝r❢s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r ✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t
❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s
❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❝❛❝❤és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳
❙✐ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ♦r❞♦♥♥és ❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳
❉❡ t❡❧s ❛r❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
✹✳✶✳ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ✽✼
❝♦❞❛❣❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✏✜rst✲❝❤✐❧❞ ♥❡①t✲s✐❜❧✐♥❣✑ ❬◆❡✈❡♥✱ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝✉rr✐✜é
❬❈❛r♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❜❪✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡
♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞✬❛r❜r❡s
ré❣✉❧✐èr❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ p(x,y)✱ ♦ù x ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡t y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(y|x)✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s✲
❝❡♥❞❛♥t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡
X ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t A = (Q, I,∆) ♦ù Q ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✜♥✐✱ I ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Q
❞❛♥s ]0, 1] ❡t ∆ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
r : q → b(q1, q2) ✭✹✳✼✮
♦ù b ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s X ✱ q, q1, q2 ∈ Q✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
r : q → a ✭✹✳✽✮
♦ù a ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ X ✱ q ∈ Q ❡t w ∈]0, 1]✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I ❛ss✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡
Q s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ❞❡ ∆ ❡st ❛ss✐❣♥é❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ w(r)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ l(r) ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ rè❣❧❡ r✳ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿∑
q∈Q
I(q) = 1 ✭✹✳✾✮
∀q ∈ Q :
∑
l(r)=q,r∈∆
w(r) = 1 ✭✹✳✶✵✮
❯♥ t❡❧ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ p(x,y) ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ x
❞é✜♥✐ s✉r X ❡t ❞✉ r✉♥ y✳ ❯♥ r✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ét❛ts ❞❡ Q ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧✬❛r❜r❡
x✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés w(rn) ❞❡s rè❣❧❡s
✉t✐❧✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ n✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té I(qǫ)✱ ♦ù qǫ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✿
pA(x,y) = I(qǫ)
∏
n∈♥♦❞❡s(x)
w(rn)
■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✹✳✾✮ ❡t ✭✹✳✶✵✮✱ pA ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s pA(x,y) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (x,y)
♣♦ss✐❜❧❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t 1 ❬❲❡t❤❡r❡❧❧✱ ✶✾✽✵❪✳
❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pA(x) ❞✬✉♥
❛r❜r❡ x✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s s✉r t♦✉s ❧❡s r✉♥s y
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r x ✿ pA(x) =
∑
y pA(x,y)✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❡✛❡❝t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts Q ❡st ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ r✉♥ y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
y s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
pA(y|x) =
pA(x,y)
pA(x)
=
pA(x,y)∑
y pA(x,y)
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ pA(x,y)✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ pA(y|x) ❣❛r❛♥t✐t ❜✐❡♥ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t x✱ ♦♥ ❛ ✿∑
y
pA(y|x) = 1
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥
✸✲❝r❢✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ∆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r : q → b(q1, q2)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✿
fr(yn, yni, yn(i+1),x, ni) =
{
1 s✐ yn = q, yni = q1, yn(i+1) = q2, xn = b
0 s✐♥♦♥
➚ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♣♦✐❞s λr = logw(r)✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s b, q, q1, q2 ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ ♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ∆✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉é ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ −∞✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r : q → a✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✿
fr(yn,x, n) =
{
1 s✐ yn = q, xn = a
0 s✐♥♦♥
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥ ♣♦✐❞s λr = logw(r)✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s q, a ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ∆✳ ▲❡ ♣♦✐❞s q✉✐
❧❡✉r ❡st ❛✛❡❝té ❡st −∞✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t q ∈ Q✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
fq(yn,x, n) =
{
1 s✐ yn = q ❡t n ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡
0 s✐♥♦♥
▲❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st λq = log I(q) s✐ I(q) 6= 0 ❡t λq = −∞
s✐♥♦♥✳
❆✈❡❝ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ✸✲❝r❢ q✉❡
♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝r❢(A)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p❝r❢(A)(y|x)
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ✸✲❝r❢ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s A✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✹✳✶✳ ❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ✽✾
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡ x ❡t ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y ❞❡ x ♣❛r A✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿
p(y|x) =
1
Z(x)
exp
(∑
n
K1∑
k=1
λ
(1)
k f
(1)
k (yn,x, n)
+
∑
ni
K2∑
k=1
λ
(2)
k f
(2)
k (yn, yni,x, ni) +
∑
ni
K3∑
k=1
λ
(3)
k f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, ni)
)
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ rè❣❧❡ r ✉t✐❧✐sé❡ à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t rn ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ n✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ✸✲❝r❢ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
p❝r❢(A)(y|x) =
1
Z(x)
exp(λyǫfyǫ(yǫ,x, ǫ))
∏
n
exp(λrnfrn(yn, yn.0, yn.1,x, n.0))
=
1
Z(x)
exp(log I(yǫ))
∏
n
exp(logw(rn))
=
1
Z(x)
pA(x,y)
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ y ❞❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ x ❡t ❞é✜♥✐ s✉r Q ♠❛✐s
q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
✸✲❝r❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ à ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1
❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st −∞✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
✸✲❝r❢ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❥♦✐♥t❡s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ x ❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ A ✿
Z(x) = p(x)✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ✿
p❝r❢(A)(y|x) =
pA(x,y)
pA(x)
= pA(y|x) ✭✹✳✶✶✮
❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ✸✲❝r❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✬✉♥
❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s t❡❧s q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
✹✳✶✳✺ ❚r❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és
❙✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❧❡s
♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡✱ ❬❈♦❤♥ ❛♥❞ ❇❧✉♥s♦♠✱ ✷✵✵✺❪ ♦♥t é❧❛❜♦ré ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✷✲❝r❢s
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ■❧s ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s rô❧❡s
sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❈❖◆▲▲ ✷✵✵✺✺ ❬❈❛rr❡r❛s ❛♥❞ ▼❛rq✉❡③✱ ✷✵✵✺❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s
rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ♣❤r❛s❡s ❛♥❣❧❛✐s❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞✉
P❡♥♥ ❚r❡❡❜❛♥❦✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ♣❛r ❬❈♦❤♥ ❛♥❞ ❇❧✉♥s♦♠✱ ✷✵✵✺❪ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦rr❡❝ts ♠❛✐s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s②stè♠❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❛✉ ❢♦r♠❛t ①❤t♠❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✉♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ s②stè♠❡
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥❡ ♠♦❞é❧✐✲
s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
❛✉① ✷✲❝r❢s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛ été é✈❛❧✉é ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ r❛♣♣♦rts ❛♥♥✉❡❧s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡
❞❡ ❙❤❛♥❣❤❛✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡ ❡t ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s✱ s✉r
❝❡tt❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡✱ ♣❛r ❧❡s s✈♠ ❡t ❧❡s ❝r❢s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳
❊♥✜♥✱ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s à str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♦♥t ❛✉ss✐ été ✉t✐✲
❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❬❆✇❛st❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡
❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡♥ ❧❡✉r ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝❛❝❤é❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❡✉①✲♠ê♠❡s
r❡❣r♦✉♣és ❡♥ ❧❡✉r ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ ❝♦♠♠❡ ♣èr❡✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦r♠❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✷✲❝r❢s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝r❢ s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡✱ s✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦♥t été
♣❡✉ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ✐❧s s✬❛❞❛♣t❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦✛r✐r ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s
✸✲❝r❢s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✱ ❛✉❝✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ s❡♠❜❧❛♥t✱
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✈♦✐r ét✉❞✐é s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳
✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❈❘❋s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ▲❡s ✷✲❝r❢s ét❛♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s✬❛❞❛♣t❡♥t ❛✉ss✐ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
ψ(1)n = ψ
(1)
n (yn,x, n)
ψ
(2)
ni = ψ
(2)
ni (yn, yni,x, ni)
ψ
(3)
ni = ψ
(3)
ni (yn, yni, yn(i+1),x, ni)
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ N ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ x ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✳
✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧s✐✳✉♣❝✳❡s✴⑦sr❧❝♦♥❧❧
✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❈❘❋s ✾✶
✹✳✷✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x)
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
Z(x)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
p(y|x)✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ x ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ✐❧ s✬❡①♣r✐♠❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Z(x) =
∑
y∈YN
(∏
n
ψ(1)n
∏
ni
ψ
(2)
ni ψ
(3)
ni
)
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♥♦té ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥❛ï❢ ❞❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦♠♠❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s y ♣♦ss✐❜❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t
✉♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ x✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲
❝r❢s s♦♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❤♦rs✲❝♦♥t❡①t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✭♣❝❢❣✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥s✐❞❡✲♦✉ts✐❞❡
❬▼❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤üt③❡✱ ✶✾✾✾❪✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ βn(yn) q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s✐❞❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ x ❡♥r❛❝✐♥é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ n✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ m ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ n✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s✐❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ βn(yn) = ψ
(1)
n s✐ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ✐❡✳ m = 0
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ βn(yn) = ψ
(1)
n
∑
yn1,...,ynm∈Ym
( m∏
i=1
βni(yni)ψ
(2)
ni
m−1∏
i=1
ψ
(3)
ni
)
❋✐♥ ✿ Z(x) =
∑
yǫ∈Y
βǫ(yǫ)
❙✐ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ré❞✉✐t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❧✬❛r✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ x✳ ❖r✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s
❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✜❧s
❞✉ ♥÷✉❞ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ n ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r
❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥s♣✐r♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✵✮ ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ β′n,k(yn, yn.k) q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ β′n,m(yn, ynm) = βnm(ynm)ψ
(2)
nm
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ β′n,k(yn, ynk) = βnk(ynk)ψ
(2)
nk
∑
yn(k+1)
(
ψ
(3)
nk β
′
n,k+1(yn, yn(k+1))
)
❋✐♥ ✿ β′n,1(yn, yn1) =
∑
yn2,...,ynm∈Y(m−1)
( m∏
i=1
βni(yni)ψ
(2)
ni
m−1∏
i=1
ψ
(3)
ni
)
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
Yǫ
Y1
Y11
Y111
Y12
Y2
Y21 Y22
Y3
Y31
C1 C2
C3 C4
C5
C6
❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳
❆✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ βn(yn) = ψ
(1)
n s✐ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ✐❡✳ m = 0
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ βn(yn) = ψ
(1)
n
∑
yn1∈Y
β′n,1(yn, yn1)
❋✐♥ ✿ Z(x) =
∑
yǫ∈Y
βǫ(yǫ)
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s✐❞❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s s✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥
♥÷✉❞ ✭✉♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥s✐❞❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❜❛❝❦✇❛r❞✮✱ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
Z(x) ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Z(x) =
∑
yǫ∈Y
βǫ(yǫ) ✭✹✳✶✷✮
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x) ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s Y ❡t r❡st❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ x ♦❜s❡r✈é ✿ O(N × |Y|3)✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❢♦✉r♥✐ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ét❛✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥éré ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❙✉r ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ✿ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❝❧✐q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛②❛♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥
❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ C1 ❡t C2✱ ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ✜❧❧❡ à ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ♣èr❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡ C3 ❡t C1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ tr❛♥s♠✐s ❞❡ C3
✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❈❘❋s ✾✸
C1
C2
C4 C5
C3
C6
ψ
(1)
ǫ , ψ
(2)
1 , ψ
(3)
1
ψ
(2)
2 , ψ
(2)
3 , ψ
(3)
2 ψ
(1)
1 , ψ
(1)
12 , ψ
(2)
11 , ψ
(2)
12 , ψ
(3)
11
ψ
(1)
2 , ψ
(1)
21 , ψ
(1)
22
ψ
(2)
21 , ψ
(2)
22 , ψ
(3)
21
ψ
(1)
3 , ψ
(1)
31 , ψ
(2)
31
ψ
(1)
11 , ψ
(1)
111, ψ
(2)
111
❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳
à C1✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
µC3C1(y1) =
∑
(y11,y12)∈Y2
φC3(y1, y11, y12)µC6C3(y11)
=
∑
(y11,y12)∈Y2
ψ
(1)
1 ψ
(2)
11 ψ
(2)
12 ψ
(3)
11 µC6C3(y11)
= β1(y1)
❈❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ β1(y1)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡
♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧✐q✉❡s ❛②❛♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s s✉r ❝❡t ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
µC2C1(yǫ, y2) =
∑
y3∈Y
φC2(yǫ, y2, y3)µC4C2(y2)µC5C2(y3)
=
∑
y3∈Y
ψ
(2)
2 ψ
(2)
3 ψ
(3)
2 β2(y2)β3(y3)
= β′ǫ,2(yǫ, y2)
❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲
♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥ yˆ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ✿
yˆ = argmax
y∈YN
p(y|x) = argmax
y∈YN
(∏
n
ψ(1)n
∏
ni
ψ
(2)
ni ψ
(3)
ni
)
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x)✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ argmax✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧✉✐ ❛✉ss✐ très
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ δn(yn) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ βn(yn) ❧❛ s♦♠♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ max✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✐♥s✐ à ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ n✱
♦ù ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r yn✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ δn(yn) = ψ
(1)
n s✐ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭✐❡✳ m = 0✮
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ δn(yn) = ψ
(1)
n max
yn1∈Y
δ′n,1(yn, yn1)
❋✐♥ ✿ p(yˆ|x) =
1
Z(x)
max
yǫ∈Y
δǫ(yǫ)
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ β′n.k(yn, yn.k) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r δ
′
n.k(yn, yn.k) ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ δ′n,m(yn, ynm) = δnm(ynm)ψ
(2)
nm
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ δ′n,k(yn, ynk) = δnk(ynk)ψ
(2)
nk max
yn(k+1)
(
ψ
(3)
nk δ
′
n,k+1(yn, yn(k+1))
)
❋✐♥ ✿ δ′n,1(yn, yn1) = max
yn2,...,ynm∈Ym
( m∏
i=1
δni(yni)ψ
(2)
ni
m−1∏
i=1
ψ
(3)
ni
)
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ yˆ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p(yˆ|x) =
1
Z(x)
max
yǫ
δǫ(yǫ) ✭✹✳✶✸✮
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yˆ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ δ ❡t δ′ ❧❡ ❧❛❜❡❧ q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝
❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Z(x) ✿ O(N × |Y|3)✳
✹✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣♦✐❞s Λ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x(i),y(i))
♦ù x(i) ❡st ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧✮ ❡t y(i) ❡st s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❬◆❡❛❧✱ ✶✾✾✸❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✐❝✐ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡
✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❈❘❋s ✾✺
♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
L(Λ) =
∏
(x(i),y(i))∈S
pΛ(y
(i)|x(i)) ✭✹✳✶✹✮
♦ù pΛ(y(i)|x(i)) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ y(i) s❛❝❤❛♥t x(i) ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s Λ✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿
L(Λ) =
∑
(x(i),y(i))∈S
log pΛ(y
(i)|x(i)) ✭✹✳✶✺✮
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❧❡ s✉r❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❛♥t ❡♥ r✐❡♥ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❧✬♦❝❝✉❧t♦♥s ❞❛♥s ✉♥
s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥❝❛✈❡✱
❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Λ✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✳ P♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞✬✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❛❧✐♥❣
❬▲❛✛❡rt② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♦✉ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❬❲❛❧❧❛❝❤✱ ✷✵✵✸❪ ❛ ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❧✲❜❢❣s ❬❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭♦✉ ♣♦✐❞s✮ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐❞s λ(j)k ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ j ✭1✱ 2 ♦✉ 3✮ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∂LΛ
∂λ
(j)
k
=
∑
(x(i),y(i))∈S
[∑
c∈Cj
f
(j)
k (y
(i)
c ,x
(i), c)−
( ∑
y∈YN
pΛ(y|x
(i))
)∑
c∈Cj
f
(j)
k (yc,x
(i), c)
]
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♦ù Cj ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ j ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x(i) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡N ❞❡s ❛r❜r❡s x(i)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✿
∂LΛ
∂λ
(j)
k
=
∑
(x(i),y(i))∈S
[∑
c∈Cj
f
(j)
k (y
(i)
c ,x
(i), c)−
∑
c∈Cj
∑
yc
f
(j)
k (yc,x
(i), c)pΛ(yc|x
(i))
]
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♦ù pΛ(yc|x(i)) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❛✛❡❝tés à ❧❛ ❝❧✐q✉❡ c ❞❡ t❛✐❧❧❡ j✳ ❯♥
❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ♣❛r
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s s✬✐♥s♣✐r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♥s✐❞❡✲♦✉ts✐❞❡
❬▼❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤üt③❡✱ ✶✾✾✾❪✱ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡t ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✵✮✱ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞✐s✲
♣♦s♦♥s ❞é❥à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✐❞❡ βn(yn) ❡t ❜❛❝❦✇❛r❞ β′n,n.k(yn, ynk) ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ Z(x)✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ts✐❞❡ αn(yn) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ n✳ ▲❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ n ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛
❡♥❧❡✈é ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ n✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ts✐❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ αǫ(yǫ) = 1
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ αn(yn) =
∑
yn′∈Y
αn′(y
′)
βn′(y
′)
βn(y)
s✐ n′ ❡st ❧❡ ♣èr❡ ❞❡ n
❋✐♥ ✿ Z(x) =
∑
yn∈Y
ψ(1)n αn(yn) s✐ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ α′n,k(yn, ynk)✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s
❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ n ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✳ ❊❧❧❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ α′n,1(yn, yn1) = 1
❘é❝✉rs✐♦♥ ✿ α′n,k+1(yn, yn(k+1)) =
∑
ynk∈Y
(
βnk(ynk)ψ
(2)
nkψ
(3)
nkα
′
n,k(yn, ynk)
)
❋✐♥ ✿ α′n,m(yn, ynm) =
∑
yn1,...,yn(m−1)∈Ym−1
( m∏
i=1
βni(yni)ψ
(2)
ni
m−1∏
i=1
ψ
(3)
ni
)
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ s✉r q✉❡❧❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣♦rt❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ αn ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♥÷✉❞ n✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ βn ❝♦✉✈r❡ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ n✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s α′n,nk ❡t β
′
n,nk ❝♦✉✈r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❛♥t ❡t s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞
nk✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❡t ❜❛❝❦✇❛r❞✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s
♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❛ssés ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✐sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲
tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✽ à ✹✳✷✵ ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s
✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❈❘❋s ✾✼
n
n1 . . . n(k − 1) nk n(k + 1) . . . nm
αn
βn
α′n,n.k β
′
n,n.k
❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
p(yn|x) =
1
Z(x)
αn(yn)βn(yn) ✭✹✳✶✽✮
p(yn, yni|x) =
1
Z(x)
αn(yn)ψ
(1)
n α
′
n,ni(yn, yni)β
′
n,ni(yn, yni) ✭✹✳✶✾✮
p(yn, yni, yn(i+1)|x) =
1
Z(x)
αn(yn)ψ
(1)
n ψ
(2)
ni ψ
(3)
ni α
′
n,ni(yn, yni)β
′
n,n(i+1)(yn, yn(i+1)) ✭✹✳✷✵✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ à ✶✱ ✷ ♦✉
✸ ♥÷✉❞s✱ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t ❝✉❜✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛r
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❡t ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧
♥✬❡st ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❡♥❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ O(N ×G× |Y|3)✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳
✹✳✷✳✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
▲❡s ✸ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐ts ♦♥t été
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
✐♠♣❧❛♥tés ♣❛r ❍❛❤♥✲▼✐ss ❚r❛♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❡❧é ①❝r❢✻ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❞✐✈❡rs ❛s♣❡❝ts q✉✐ ♦♥t ❞û êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❛q✉❡t
♦✛r❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ été ✐♠♣❧❛♥té ❡♥ ❏❛✈❛✼✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛ été
❣✉✐❞é ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té q✉✬✐❧ ♦✛r❡✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡s
❡①✐st❛♥t❡s q✉✬✐❧ ♣r♦♣♦s❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈❖▲❚✽ ♦♥t ♣✉
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❛❝❝ès r❛♣✐❞❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❆✉ss✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❛✐sé♠❡♥t ♠♦❞✐✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❧✲❜❢❣s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❘■❙❖✾✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ✭♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡
❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡♥❝♦♥tré❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❞❡ très
❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s à ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳
▲✬❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s s♦✐❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠é♠♦r✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛q✉❡
❝❛❧❝✉❧ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❡t ♦✉ts✐❞❡ s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × |Y| ♦ù N ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡t
❜❛❝❦✇❛r❞✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡❧❧❡s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts✱ s♦♥t ♠é♠♦r✐sés ❞❛♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
N × |Y|2✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈❖▲❚ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ❛❝❝ès r❛♣✐❞❡ à ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳
❊♥✜♥✱ s♦♥t ❛✉ss✐ ♠é♠♦r✐sé❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ tr♦✐s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × |Y|i✱ i ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 1 à 3 s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡
♣❛❝❦❛❣❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t❡st s✉r ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ t❡st s✉r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ré❞✉✐t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛r✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❝❡ t❡st ♥✬❡st
s❛t✐s❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ très r❡str❡✐♥t ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝ès à ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st ♦♣t✐♠✐sé ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈❖▲❚✳
✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣r♦♣♦sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st
❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ s♦♥t ✿
✕ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛♥♥♦tés
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
✻❤tt♣✿✴✴tr❡❡❝r❢✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r
✼❤tt♣✿✴✴❥❛✈❛✳s✉♥✳❝♦♠
✽❤tt♣✿✴✴❞s❞✳❧❜❧✳❣♦✈✴⑦❤♦s❝❤❡❦✴❝♦❧t
✾❤tt♣✿✴✴r✐s♦✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t
✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✾✾
❝♦✉rs❡
t✐t❧❡
❈♦✉rs ①♠❧
✐♥str✉❝t♦r
Pr✳ ▼❛❝❤✐♥
t✐♠❡
st❛rtt✐♠❡
✶✺❤
❡♥❞t✐♠❡
✶✻❤
♣❧❛❝❡
❜✉✐❧❞✐♥❣
▼✸
r♦♦♠
❆✺
❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
✕ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s
✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❡t r❡t♦✉r♥❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à 1✱ 2 ♦✉ 3 ♥÷✉❞s✳ ❈❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s s✉r ❞❡✉① ❝♦r♣✉s
①♠❧✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
Y ❝♦♥s✐❞éré✳
✹✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ✐❝✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ s✉r ❞❡✉① ❝♦r♣✉s
❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞✬❛♥♥♦t❡r sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❆✐♥s✐✱
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞♦✐t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡ ♥÷✉❞
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s ♦ù ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❝❤❛♥❣é❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✶✵ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❆♥❤❛✐ ❉♦❛♥✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 960 ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 20 ♥÷✉❞s ❝❤❛❝✉♥✱ ❝❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉rs ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝✐♥q ✉♥✐✈❡rs✐tés ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❛✉ss✐ ❝❡tt❡
tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣
❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲▼✐♥✐♥❣✶✶✳ ▲❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 1081 ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 80 ♥÷✉❞s ❝❤❛❝✉♥✳ ❈❤❛q✉❡
❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✬✉♥ ✜❧♠ ✭t✐tr❡✱ ré❛❧✐s❛t❡✉r✱ s②♥♦♣s✐s✱ ❡t❝✳✮✳
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s ✈❛ ♥♦✉s s❡r✈✐r à ✈❛❧✐❞❡r✱ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♦ù ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s s♦♥t ❢♦rt❡s✱ ❧✬✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡t s✉rt♦✉t ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
✶✵❤tt♣✿✴✴❛♥❤❛✐✳❝s✳✉✐✉❝✳❡❞✉✴❛r❝❤✐✈❡
✶✶❤tt♣✿✴✴①♠❧♠✐♥✐♥❣✳❧✐♣✻✳❢r
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
❝♦r♣✉s ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ◆❖❉❊ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡ s♦♥t
❧❛✐ssé❡s ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛ss♦❝✐❡r✱ à ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ q✉✐ ❧✉✐ ét❛✐t ❛ttr✐❜✉é❡✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❛❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦r♣✉s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ 14 ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑
❡♥ ❝♦♠♣t❡ 37✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s
❞✬❡♥tré❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♥❡
♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜❧s
❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝♦✉rs❡ ✿
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝♦✉rs❡ ✭✭♠✐s❝⑤t✐t❧❡⑤❝r❡❞✐ts⑤❞❛②s⑤t✐♠❡⑤♣❧❛❝❡⑤✐♥str✉❝t♦r✮✰✱
✭s❡❝t✐♦♥⑤s❡ss✐♦♥✮✯✮❃
❈❡tt❡ rè❣❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ s♦✉s ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s
❛♥♥♦tés ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ à ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ s❡♣t ✭♠✐s❝✱ t✐t❧❡✱ ❡t❝✳✮✱ ♣✉✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛♥♥♦tés ♣❛r s❡❝t✐♦♥ ❡t✴♦✉ s❡ss✐♦♥✳ ▲❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡
rè❣❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❞✬❛♥♥♦t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ▲❛ ❜♦♥♥❡
ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡
à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t❡ ❡t à ❛♣♣r❡♥❞r❡
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞✉ ❝♦r♣✉s
✏❈♦✉rs❡s✑ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥
♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r t✐♠❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ✜❧s ❛♥♥♦tés ♣❛r st❛rtt✐♠❡ ❡t ❡♥❞t✐♠❡✳ ■❧ ✈❛ ❛✉ss✐
❞❡✈♦✐r ❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r st❛rtt✐♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
t❡①t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❤❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ✿ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉
t❡①t✉❡❧✳
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ L ❡①❡♠♣❧❡s ❛♥♥♦tés ❞✉ ❝♦r♣✉s ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣r✐s✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
L ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 5✱ 10✱ 20 ❡t 50✳ ❆✜♥
❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣❛✲
r❛♠ètr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡st s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❝❡ t❡st ♣♦✉✈❛♥t ♣♦r✲
t❡r s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞✉ ♥÷✉❞ ✭♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s✱ ❡t❝✳✮✱ ♦✉ s✉r s♦♥
❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x s✉r ❧❡q✉❡❧ ♣♦rt❡ ❧❡ t❡st✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡st é❧❡✈é✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐✲
s✐♥❛❣❡✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 à 3✳ ❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉①
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés
✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶✵✶
❊①❡♠♣❧❡s ❱♦✐s✐♥❛❣❡ ✶✲❝r❢s ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
✺
✵ ✹✷✳✾✷ ✻✾✳✹✻ ✾✵
✶ ✽✵✳✾✸ ✽✺✳✾✽ ✽✽✳✵✼
✷ ✼✾✳✸✺ ✽✻✳✻✺ ✽✹✳✼✻
✸ ✼✾✳✽✵ ✽✾✳✺✶ ✽✼✳✵✻
✶✵
✵ ✼✷✳✶✷ ✽✻✳✼✷ ✾✶✳✽✼
✶ ✽✽✳✷✾ ✾✶✳✵✽ ✾✶✳✺✺
✷ ✽✺✳✻✻ ✽✽✳✻✵ ✾✹✳✺✶
✸ ✽✽✳✷✺ ✽✽✳✷✵ ✾✷✳✽✻
✷✵
✵ ✹✺✳✺✵ ✼✽✳✼✼ ✾✼✳✾✷
✶ ✽✺✳✶✽ ✾✷✳✸ ✾✼✳✶✼
✷ ✾✵✳✹✸ ✾✺✳✽✽ ✾✼✳✼✷
✸ ✾✶✳✼✷ ✾✹✳✼✶ ✾✾✳✾✼
✺✵
✵ ✺✹✳✹✽ ✽✾✳✵✷ ✾✽✳✺✻
✶ ✾✷✳✾✺ ✾✻✳✷✺ ✾✽✳✼✸
✷ ✾✸✳✶✼ ✾✻✳✽✸ ✾✾✳✷✻
✸ ✾✸✳✸✾ ✾✻✳✽✾ ✾✾✳✾✺
❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠❛❝r♦✲♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡s tâ❝❤❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❛✐s ♦❝❝❛✲
s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦rt❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧❛❜❡❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡s ♣rés❡♥t✐♦♥s ♣❛s✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐❝r♦✲♠♦②❡♥♥❡ s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❝✐✲❛♣rès✳
✹✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✷✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ à ❞❡✉① ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♣rès✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❧❡s ✷✲❝r❢s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s ✶✲❝r❢s✱ ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ✷✲❝r❢s✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s✱ ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞ès
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 20 ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t 2% ❞✉ ❝♦r♣✉s✳ ❈❡❝✐ ♠❡t ❜✐❡♥
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❡t
t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✮✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡s à ✉♥❡ ❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts r❡st❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③ ❡♥ r❡tr❛✐t ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 5 ❡①❡♠♣❧❡s
❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ s✐ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡♥❝♦♥tré❡s ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣✲
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
❊①❡♠♣❧❡s
✶✲❝r❢s ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❆♣♣✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣✳ ❆♥♥✳
✺ ✶✳✷ ✵✳✵✹ ✶✳✷ ✵✳✵✹ ✼✳✹ ✵✳✵✼
✶✵ ✸✳✺ ✵✳✵✹ ✷✳✻ ✵✳✵✻ ✷✵✳✹ ✵✳✵✾
✷✵ ✷✳✼ ✵✳✵✸ ✶✳✻ ✵✳✵✺ ✶✺✳✾ ✵✳✵✼
✺✵ ✷✳✸ ✵✳✵✸ ✸✳✸ ✵✳✵✺ ✶✸✳✼ ✵✳✵✽
❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
♣r❡♥❞r❡ à ❧❡s ❛♥♥♦t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝❤♦✐s✐s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t✱ ❞ès
10 ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❞❡s ✶✲❝r❢s
❡t ❞❡s ✷✲❝r❢s ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ✉t✐❧✐sé 50 ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡❝✐
✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s
✸✲❝r❢s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s✱
❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡
❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s très ❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s
✐❝✐ r✐sq✉❡♥t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ✸✲❝r❢s
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥s ré✲
s✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✶✲❝r❢s ❡t ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡ ❣r♦ss❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ rés✉❧t❛ts s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ré❣❧é à 0 ♦✉ 3✳ P♦✉r ❧❡s ✶✲❝r❢s✱ ❧♦rs ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 20 ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞♦✉❜❧❡r ❡♥ ♣❛ss❛♥t
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 à 3✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣rès ❞❡ 30%
❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 5 ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞é❥à très ❜♦♥s✱ ❡t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s ♠❡✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à 0
❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♦❜s❡r✈é ❡st ❞❡ 2% ❧♦rsq✉❡ 20 ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
▲✬❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s é✈❛❧✉❡r ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❝❤❛q✉❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✱ r❛♣✲
♣♦rté ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❛✐ss❛✐t ♣rés❛❣❡r ✿ ❧❡s ✶✲❝r❢s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s ❧❡s ♣❧✉s ❧❡♥ts✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♠♦✐♥❞r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t 14 ❧❛❜❡❧s✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡✈r❛✐t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r 14 ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
P♦✉rt❛♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ✷✲❝r❢s s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡s q✉❡ ❧❡s ✶✲❝r❢s ❡♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ♠♦✐♥s ❞❡ 2 ❢♦✐s ♣❧✉s ❧❡♥ts ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷✲❝r❢s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❡st ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ 6 ❢♦✐s ♣❧✉s ❧❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✷✲❝r❢s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
♣r❡♥❞ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 2 ❢♦✐s ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ❈❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❞✐✛é✲
✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶✵✸
❊①❡♠♣❧❡s ❱♦✐s✐♥❛❣❡ ✶✲❝r❢s ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
✺
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✵ ✻✶✳✶✸ ✾✺✳✻✹ ✾✾✳✻✷
✶ ✾✶✳✹✸ ✾✽✳✽✷ ✾✾✳✺✺
✷ ✾✾✳✽✺ ✾✾✳✻✵ ✾✾✳✻✺
✸ ✾✾✳✽✼ ✾✾✳✻✻ ✾✾✳✼✷
❚❛❜✳ ✹✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳
r❡♥❝❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛✉s❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡
❡♥ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ s✉r ❧✬✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ s♦✉✈❡♥t
q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡
♣❧✉s ✈✐t❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❛✉ss✐ r❡s♣♦♥✲
s❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❛♣♣♦rté ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
✹✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦r♣✉s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ♠♦✐♥s ♥❡tt❡s✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❞t❞ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡❝♦♥♥❛ît
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❝❡tt❡
❞t❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✜❧s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ét❛✐t très ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡✈❛✐t ❛✐♥s✐ êtr❡ r❡tr♦✉✈é ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
✜❧s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✜❧s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
♠♦✈✐❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠♦✐♥❞r❡✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❈❘❋s
❊①❡♠♣❧❡s
✶✲❝r❢s ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❆♣♣✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣✳ ❆♥♥✳
✺ ✼✷ ✶✳✽✹ ✺✾✳✹ ✶✳✺✻ ✹✽✷✳✹ ✷✳✷✽
✶✵ ✸✷✳✹ ✶✳✹✾ ✸✻✳✷ ✶✳✻✻ ✷✽✻✳✾ ✷✳✷✻
✷✵ ✺✸✳✸ ✶✳✺✷ ✻✼✳✹ ✶✳✼✽ ✺✸✼✳✻ ✷✳✵✷
✺✵ ✻✵✳✽✷ ✶✳✼✸ ✺✻✳✹✻ ✶✳✽✼ ✺✾✷✳✸✽ ✷✳✼✽
❚❛❜✳ ✹✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳
♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ s❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts s♦♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ❡st
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ✶✲❝r❢s ❛✈❡❝ 50 ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à
3✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✷✲❝r❢s ❡t ✸✲❝r❢s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
✶✲❝r❢s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥ rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❧❡s ✷✲❝r❢s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ F1✲♠❡s✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à 90%✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♥✬✐♥✢✉❡ q✉❡ très ♣❡✉ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très
st❛❜❧❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sés✱ s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s ❡t
❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s à ❛♣♣r❡♥❞r❡ à
❛♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ✐❝✐ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞é♣❛s✲
s❛♥t ✶ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r ❞♦❝✉♠❡♥t✱ r❡st❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
✉t✐❧✐sé✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❡t r❡♥❞❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ❲❡❜✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
✸✲❝r❢s ❛✈❡❝ 50 ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ 592 s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ♣❧✉s
❞❡ 8 ❤❡✉r❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t
❞❡s ✷✲❝r❢s ❡t s✉rt♦✉t ❞❡s ✸✲❝r❢s ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r
❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬❏♦r❞❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❡❧é ❧♦♦♣② ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦❣❛t✐♦♥ ❬▼✉r♣❤② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡✉r q✉❛❧✐té ❡t ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ré❞✉✐r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t✱ à ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱
❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❜✐❡♥ q✉✬♦❢✲
❢r❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▼❛✐s ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ❢❛❝✲
t❡✉r |Y|K ✱ ♦ù K ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s
❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳
P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡
à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞♦♥❝ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s
❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝r❢ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ Y ✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❞✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❝♦♥s✐❞érés
♣❛r ❝r❢✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s
✸✲❝r❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ à t♦✉s t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✶✵✺
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❆r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❞✉ s✐t❡ ❙❧❛s❤❞♦t✳
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉❡ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r |Y|k✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞é✜♥✐r ❡♥ ❞ét❛✐❧s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ❞✐s❝✉✲
t❡r ❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐✈✐té✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥ r❛♣✐❞❡ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts
❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
✺✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐❣♥❛❧❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦✉ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡s ❞✐✈❡rs❡s ✿ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✭❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤ s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✮✱ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❡t❝✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳✶ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss ✷✳✵✱ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
63 ❧❛❜❡❧s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y ✱ s♦✐t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡s✱ ✉♥ t♦t❛❧ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 633 ≈ 250000 ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss ✷✳✵✱ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞❡ ❧❛❜❡❧s s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞
❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡❧❙❚ s♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❛♥♥♦tés ♣❛r ❞❡❧❙❚✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❝✬❡st ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✭❞❡❧❙❚ s✐❣♥✐✜❡ ✏s✉♣♣r✐♠❡r
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✵✼
❝❤❛♥♥❡❧
✐t❡♠
❞❡❧❡t❡
❞❡❧❡t❡
t✐t❧❡
⊥
❞❡❧❡t❡
❞❡❧❡t❡
❞❡❧❙❚ ❛✉t❤♦r
⊥
✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡
❞❡❧❡t❡
❞❡❧❙❚
❞❡❧❙❚
❞❡❧❡t❡
❞❡❧❙❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
⊥
❞❡❧❙❚
❞❡❧❙❚
❞❡❧❙❚
✐t❡♠
. . .
❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳
❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✑✮ q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ✐t❡♠
♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r t✐t❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
❞t❞ ❞❡ rss✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t t✐t❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ✜❧s ✐t❡♠✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡ ❡st✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ ♣❛r♠✐ {⊥, ❞❡❧❙❚, ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡}✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r
❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t q✉✬à ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞r♦✐ts ♣ré❝✐s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥ t❡st s✉r
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥t❡r❞✐t❡ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡
❝❧✐q✉❡ t ❞♦♥♥é✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ t❡st ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡ Sc ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛✉t♦r✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡
c✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s q✉✐ ♥❡ ✈✐♦❧❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ Sc ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡ Y ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ Sc ⊂ Y |c|✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st✐♣✉❧❛♥t
q✉✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ ♣❛r♠✐⊥✱ ❞❡❧❙❚ ♦✉ ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀n ∈ C1, feuille(n)⇒ ∀y ∈ Y \ {⊥, ❞❡❧❙❚, ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡}, y 6∈ Sn ✭✺✳✶✮
♦ù C1 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s à ✶ ♥÷✉❞ ❡t feuille(n) ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ vrai
s✐ ❧❡ ♥÷✉❞ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡
t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té
♣❛r ❞❡❧❙❚ s♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❛♥♥♦tés ♣❛r ❞❡❧❙❚✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∀c ∈ C2 ∀y ∈ Y \ {❞❡❧❙❚}, (❞❡❧❙❚, y) 6∈ Sc ✭✺✳✷✮
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♦ù C2 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x r❡t♦✉r♥❡
t♦✉❥♦✉rs vrai✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❡❧❧❡s
♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝❤♦✐s✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞é✜♥✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
✸✲❝r❢s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✺✳✶ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f(yn,x, n) =


1 s✐ yn ∈ {⊥, ❞❡❧❙❚, ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡}
❡t s✐ ❧❡ ♥÷✉❞ n ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡✳
0 s✐♥♦♥✳
❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ −∞✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à ✶ ♥÷✉❞ ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✮✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ψ(1)n (yn,x) ✈❛❧❛♥t 0 à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ n✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
y ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✬❛❝t✐✈❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡✳
❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐
r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✺✳✶✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ p(y|x) ❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y
s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
p(y|x) =
{ 1
Z(x)
∏
c∈C ψc(yc,x) s✐ Sat(y)
0 s✐♥♦♥
✭✺✳✸✮
♦ù Sat(y) ❡st ✈r❛✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ y ♥❡ ✈✐♦❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
y r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ à
❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✿
Z(x) =
∑
y∈YN t❡❧ q✉❡ Sat(y)
∏
c∈C
ψc(yc,x) ✭✺✳✹✮
♦ù N ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s♦♠♠❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s✱ Z(x) ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞é✜♥✐❡s✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ♠♦✲
❞✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✭✐❡✳
♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✮✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉♠✲♣r♦❞✉❝t ❡t ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥
✸✳✶✳✺✮✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ✸✲❝r❢s ❡st s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✳
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✵✾
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣❛r❛ît ❧❛
♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✈✐♦❧❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♥✉❧❧❡✳
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t✱ q✉❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s δc′c(yc∩c′ ,x)
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧✐q✉❡s c ❡t c′✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ yc∩c′ q✉✐ ✈✐♦❧❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ max ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s yc′\c q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
δc′c(yc∩c′ ,x) = max
Sat(yc′\c)
φc′(yc′ ,x)
∏
c′′∈N (c′)\c
δc′′c′(yc′′∩c′ ,x) ✭✺✳✺✮
♦ù Sat(yc) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣♦✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ c✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ Z(x) ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♠✲♣r♦❞✉❝t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♣r♦❞✉❝t✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s µc′c(yc∩c′ ,x) ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s
❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡
♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
µc′c(yc∩c′ ,x) =
∑
Sat(yc′\c)
φc′(yc′ ,x)
∏
c′′∈N (c′)\c
µc′′c′(yc′′∩c′ ,x) ✭✺✳✻✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ yc∩c′ q✉✐ ✈✐♦❧❡♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(y|x)✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❡✛❡t t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
Z(x)✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥
❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
✺✳✶✳✸ ■♥térêt ❡t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
▲✬✐♥térêt ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡st ❞♦✉❜❧❡✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✱
❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♥❡ ✈✐♦❧❛♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛ss❡ ❞❡ O(N × |Y|k) à O(N ×M)✱ ♦ù M ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ Sc ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s c ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿
M = max
c∈C
|Sc|
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❙✐ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛ît ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡✱ M = |Y|k ♦✉ k ❡st
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ q✉❛♥❞ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s✱ M ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ |Y|k✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢♦r♠❛t ①❤t♠❧ ❛✉ ❢♦r♠❛t
rss ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥ ❛ 7 ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ✉♥
t♦t❛❧ ❞❡ 73 = 343 ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à
❧❛ ❞t❞ ♦✉ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ré❞✉✐t à 104✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té 3 ❢♦✐s
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
▲✬❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s✱ ❧✬✉♥ ét❛♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♥♦♥✱ ♥❡ ❢♦✉r♥✐r♦♥t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞♦♥♥é❡✳ ❙✐ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t ✈❡♥✐r
❝♦rr✐❣❡r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ ♦✉ à ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✐❣❡r✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❡♥ ❛r❜r❡s rss✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝r❢1 ❡t ❝r❢2 ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ssè❞❡
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✺✳✶✮ ❡t ✭✺✳✷✮✳ ❙✐ ❝r❢1 ❢❛✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡ ❧❛❜❡❧ t✐t❧❡ à ✉♥ ♥÷✉❞
✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡❧❙❚✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♥❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❝r❢2 ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✺✳✷✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧à ♦ù ❝r❢1 ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❛✉tr❡
❧❛❜❡❧ q✉❡ ⊥✱ ❞❡❧❙❚ ♦✉ ✐♥s❡rt❴♣✉❜❉❛t❡ à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✺✳✶✮ ❡♠♣ê❝❤❡ ❝r❢2
❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦ssè❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ♠♦✲
❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡❝t❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡ rés✉♠❡ ❛✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡❧q✉❡s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s
t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ❞é✜♥✐r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❧❛❜❡❧ ❞✉ t②♣❡ occ(l) ≥ k ♦✉ occ(l) ≤ k✱ ♦ù k ∈ N ❡t occ(l) ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ ❧❛❜❡❧ l ❞❛♥s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥
❝❧✐q✉❡s✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r l✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té✱ rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡
❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✱
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ✏❧❡ ❧❛❜❡❧ l1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛♣rès ❧❡ ❧❛❜❡❧ l2✑✱ ♦✉ ✏❧❡ ❧❛❜❡❧
l1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ s♦✉s ❧❡ ❧❛❜❡❧ l2✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à
❡①♣r✐♠❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❛✈♦✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té✳
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✶✶
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ ❡①♣r✐✲
♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀c ∈ C3 ∀(y1, y2) ∈ Y
2 \ {(❛, ❛)}, (❛, y1, y2) 6∈ Sc
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣èr❡ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❛✱ ❧❡s ✜❧s s♦♥t ❛✉ss✐
❛♥♥♦tés ♣❛r ❛✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡
❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ❛ s♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❛♥♥♦tés ♣❛r ❛✳ ▲✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✏t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♥♥♦tés ♣❛r ❛✑✱ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❡①♣r✐♠❛❜❧❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❛ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ ♥÷✉❞
❛♥♥♦té ♣❛r ❛✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❡t ✉♥ ❛r❜r❡
❞✬❡♥tré❡ x à ❛♥♥♦t❡r✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Sc ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ c ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t
♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❧✐q✉❡s ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❞✬❡♥s✉✐t❡ ❛✛❡❝t❡r ❝❡s t②♣❡s ❛✉① ❝❧✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s t②♣❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ♣❡✉t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❡
❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✺✳✶✳✹ ❚r❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❑r✐st❥❛♥ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳
❉❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts
❞✬✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs s♦✐t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✱
s♦✐t ❧❡s ❝♦rr✐❣❡r ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r
❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞❡ ❙❧❛s❤❞♦t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s♣é❝✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t✐tr❡
❡st ✏●✐✈❡ ✐P♦❞ ❚❤✐❡✈❡s ❛♥ ❯♥❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ ❇r✐❝❦✑✳ ❈❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ❛❧♦rs ❛❥♦✉té❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ t②♣❡ ✿ ✏❧❡ ❧❛❜❡❧ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
i ❡st li✑ ♦✉ ✏❧❡ ❧❛❜❡❧ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ♥✬❡st ♣❛s li✑✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✈é✲
r✐✜❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Z(x)✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡st ❧✐♠✐té à ✉♥ t❡st s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❝♦♥s✐❞éré❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é✜♥✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ t✐♠❡ ✭st❛rtt✐♠❡✱❡♥❞t✐♠❡✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ st❛rtt✐♠❡ ✭★P❈❉❆❚❆✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❡♥❞t✐♠❡ ✭★P❈❉❆❚❆✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♣❧❛❝❡ ✭❜✉✐❧❞✐♥❣✱r♦♦♠✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✭★P❈❉❆❚❆✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ r♦♦♠ ✭★P❈❉❆❚❆✮❃
❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❊①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✬♦♥t été ❛❞❛♣tés q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥✲
té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡✲
❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❝❡s tr❛✈❛✉①✳
✺✳✶✳✺ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❞✐✈❡rs❡s
tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣♦rté ♣❛r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧
❞✉ ❝♦r♣✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡
r❛♣♣❡❧ ❡t ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s
①♠❧ ❞❡s ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ ❡t ✏▼♦✈✐❡✑ ✉t✐❧✐sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥tr❛✐♥ts à ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✷✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✿ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ 5 à 50 ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 à 3✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té❡s ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s ❛ été ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡✉r ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❞t❞✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀c ∈ C3, ∀(y1, y2) ∈ Y
2 \ {(st❛rt✐♠❡, ❡♥❞t✐♠❡)}, (t✐♠❡, y1, y2) 6∈ Sc
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ rè❣❧❡✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
∀c ∈ C3, ∀(y1, y2) ∈ Y
2 \ {(❜✉✐❧❞✐♥❣, r♦♦♠)}, (♣❧❛❝❡, y1, y2) 6∈ Sc
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✶✸
❊①❡♠♣❧❡s ❱♦✐s✐♥❛❣❡
✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❋✶ ●❛✐♥ ❋✶ ●❛✐♥
✺
✵ ✽✽✳✺ ✰✷✼✳✹✶✪ ✾✶✳✽✾ ✰✷✳✶✪
✶ ✾✶✳✼ ✰✻✳✻✺✪ ✾✶✳✽✽ ✰✹✳✸✸✪
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✷ ✽✾✳✹✶ ✰✵✳✾✶✪ ✾✻✳✼✷ ✰✷✳✸✹✪
✸ ✽✾✳✽✵ ✰✶✳✽✶✪ ✾✻✳✻✾ ✰✹✳✶✷✪
✷✵
✵ ✼✾✳✵✼ ✰✵✳✸✽✪ ✾✽✳✵✼ ✰✵✳✶✺✪
✶ ✾✷✳✻✺ ✰✵✳✸✽✪ ✾✻✳✹✽ ✲✵✳✼✶✪
✷ ✾✸✳✸✸ ✲✷✳✻✻✪ ✾✼✳✻✾ ✲✵✳✵✸✪
✸ ✾✹✳✺✽ ✲✵✳✶✹✪ ✾✾✳✾✷ ✲✵✳✵✺✪
✺✵
✵ ✽✽✳✺✸ ✲✵✳✺✺✪ ✾✼✳✼✹ ✲✵✳✽✸✪
✶ ✾✻✳✷✹ ✲✵✳✵✶✪ ✾✼✳✼✹ ✲✶✪
✷ ✾✻✳✻✸ ✲✵✳✷✶✪ ✾✽✳✼✹ ✲✵✳✺✷✪
✸ ✾✻✳✻✽ ✲✵✳✷✷✪ ✾✾✳✾✸ ✲✵✳✵✷✪
❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❁✦❊▲❊▼❊◆❚ st❛rtt✐♠❡ ✭★P❈❉❆❚❆✮❃ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té
♣❛r st❛rt✐♠❡ s❡r❛ ❛♥♥♦té ♣❛r ⊥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ✜❧s ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ✿
∀{n, ni} ∈ C2, feuille(ni)⇒ ∀y ∈ Y \ {⊥}, (st❛rtt✐♠❡, y) 6∈ S{n,ni}
♦ù feuille(ni) ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t t❡st❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ni ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❣é♥éré❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛❜❡❧s
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❛ été ré❞✉✐t ❞❡ 143 = 2744 à 140✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡
❧❛❜❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❛ été ré❞✉✐t ❞❡ 373 = 50563 à 204✳
❘és✉❧t❛ts
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ✷✲❝r❢s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s à ❧❛ ♠❛✲
❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s F1✲♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ✐❝✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
rés✉❧t❛t✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉① ✷✲❝r❢s ❡t ❛✉①
✸✲❝r❢s ♥✬♦❝❝❛s✐♦♥♥❡♥t ♣r❡sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é
❞❡s ❝❛s✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉❡ +27.41%✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦♥t ❜❛✐ss❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❜❛✐ss❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s
−3.78%✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t −1% ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❆♣♣✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣✳ ❆♥♥✳
❚❡♠♣s ▼♦②❡♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷✳✼✺ ✵✳✶✸ ✶✺✳✾✻ ✵✳✷✹
❚❡♠♣s ▼♦②❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷ ✵✳✶✶ ✶✹✳✷✺ ✵✳✷✸
❉✐✛ér❡♥❝❡ ✲✷✼✳✸✸✪ ✲✶✶✳✹✸✪ ✲✶✵✳✻✽✪ ✲✻✳✼✵✪
❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s
✏❈♦✉rs❡s✑ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s é✈❛❧✉és✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s r❡st❛♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ ❧❡s ✷✲
❝r❢s✳
❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❜❛✐ss❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❡ 20 ❡①❡♠♣❧❡s ♦✉ ♣❧✉s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♠♦✐♥s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❣✉✐❞❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s s❡s ❝❤♦✐① ❞✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡❝t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
q✉✬❛✉r❛✐t ❝♦♠♠✐s❡s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s ❞❡s ✷✲❝r❢s ❡t ✸✲❝r❢s
❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t r❛♣♣♦rtés ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❡t ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣❛r ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡s t❡♠♣s ❛✣❝❤és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜s❡r✈és ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉rs
❛✉① t❡♠♣s ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦r♣✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡✐♥t ♠ê♠❡ ❧❡s 22.73% ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s
✷✲❝r❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡st très s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❧❡ ❣❛✐♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❛♥♥♦♥❝é✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛ été ♦♣t✐♠✐sé❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✐♠♣♦s❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧♦rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❢♦♥t q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈é ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣ré✈✉✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ r❡✲
♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ♥÷✉❞s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✷✲❝r❢s
❡t ✸✲❝r❢s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦❜t❡♥❛✐❡♥t ❞é❥à
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ s❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❛✉① ✷✲❝r❢s ❡t ❛✉① ✸✲❝r❢s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s q✉❛s✐✲
♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à +4%✱ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s
❜❛✐ss❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s −0.80%✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣❧✉s
✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✶✺
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❚❡♠♣s ▼♦②❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✶✺✳✺ ✵✳✻✽ ✷✽✸✳✽✻ ✵✳✽✶
❉✐✛ér❡♥❝❡ ✲✼✸✳✷✹✪ ✲✺✼✳✾✸✪ ✲✷✺✳✾✺✪ ✲✺✽✳✽✺✪
❚❛❜✳ ✺✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s
✏▼♦✈✐❡✑ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ♣❡t✐t ✭0 ♦✉ 1✮✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r✐s❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡st r❡str❡✐♥t❡ ❡t ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t
❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥tr❡❜❛✲
❧❛♥❝❡r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥tré❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✷✲❝r❢s ❡t ✸✲❝r❢s ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✉r
❝❡ ❝♦r♣✉s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥s ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦✉rts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡ t❡♠♣s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à −73.24% ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣♦✉r ❧❡s ✷✲❝r❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✷✲❝r❢s
♦✉ ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❛ été ♣❧✉s q✉❡ ré❞✉✐t ❞❡ ♠♦✐t✐é✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s s✉r ❧❡
❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ❛♣♣♦rté ✐❝✐ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ 37 ❧❛❜❡❧s✱ ❝♦♥tr❡ 14 ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✱ ❧❛ ❞t❞ ❞❡
s♦rt✐❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♥té❣r❡r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♣❧✉s
✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
✺✳✶✳✻ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
▲❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ ❡t ✏▼♦✈✐❡✑ ♠♦♥tr❡♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛❝❤è✈❡♥t ❧❡✉r ❜✉t ♣r❡♠✐❡r q✉✐
ét❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r✱ ♣❛r❢♦✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ♣❡✉
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✱ s✬✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t
❥✉sq✉✬à 73% ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥❧✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣♦✉r s❛ ♣❛rt✱ r❡st❡
✐♥❝❤❛♥❣é❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(y|x) ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ y s❛❝❤❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡
❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✺✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡①✐st❡✳ ❈❡tt❡ str✉❝✲
t✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣❛rt✐❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s
❞❡s ❛✉tr❡s✱ s♦✐t ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❞❡s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱ ♦✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✱
❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞t❞✳ ❚❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Y ✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ tr♦✐s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛✲
❜❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r
❝❡tt❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡✱ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❧❛ ♣ré❝é❞❛♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✶✼
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♠♦✈✐❡ ✭♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱t❛❣▲✐♥❡✱♣❧♦ts✱r❛t✐♥❣✱❝❛st✱t❡❝❤♥✐❝s✱st♦r✐❡s✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❢✉❧❧❚✐t❧❡✱✉s✉❛❧❚✐t❧❡✱②❡❛r✱❞✐r❡❝t♦rs✱✇❝✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❞✐r❡❝t♦rs ✭♥❛♠❡✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ✇❝ ✭♥❛♠❡✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♣❧♦ts ✭♣❧♦t✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♣❧♦t ✭❛✉t❤♦r❄✱t❡①t✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ r❛t✐♥❣ ✭♣❄✱s❝♦r❡✱✈♦t❡❄✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ♣ ✭✐♠❣✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝❛st ✭❝✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝ ✭❛❝t♦r✱❝❛r❛❝t❡r✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ t❡❝❤♥✐❝s ✭r✉♥t✐♠❡✱❝♦✉♥tr②✱❧❛♥❣✉❛❣❡✱❝♦❧♦rs✱s♦✉♥❞s✱❝❡rt✐❢✐❝❛t❡s✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝♦❧♦rs ✭❝♦❧♦r✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ s♦✉♥❞s ✭s♦✉♥❞✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝❡rt✐❢✐❝❛t❡s ✭❝❡rt✐❢✐❝❛t❡✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ st♦r✐❡s ✭tr✐✈✐❛s✱❣♦♦❢s✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ tr✐✈✐❛s ✭tr✐✈✐❛✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❣♦♦❢s ✭❣♦♦❢✰✮❃
❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳
♠♦✈✐❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉❧❧❚✐t❧❡ ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ②❡❛r ❞✐r❡❝t♦rs
♥❛♠❡
✇❝
♥❛♠❡ ♥❛♠❡
t❛❣▲✐♥❡ ♣❧♦ts
♣❧♦t
❛✉t❤♦r t❡①t
❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Gen✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡
✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ 37 ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① 37 é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡
✺✳✹ ✭❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ ♦♥t été ❡♥❧❡✈é❡s✮ ❡t ❞♦♥t ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ sér✐❡
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✬❡❧❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡♥t ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
✺✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s Y ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ✿ Y1, . . . ,Yk✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛✲
r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s Y ✳ ▲❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s k ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s s♦♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Y ✱ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞é✜♥✐✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❧❛❜❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡
♥♦✉s ♥♦t♦♥s ⊥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥♥♦té ♣❛r
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s✳
❙♦✐❡♥t Y1, . . . ,Yk ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ✱ ⊥ ✉♥ ❧❛❜❡❧ s♣é❝✐❛❧ ❡t C = (F,Λ) ✉♥ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Y ♦ù F ❡t Λ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ C ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ k
❝r❢s Ci = (Fi,Λi) ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Yi∪{⊥}✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ Ci✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡s ❡t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s X ✳
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡
✺✳✹✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Y1 = {♠♦✈✐❡}
Y2 = {♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥, ❢✉❧❧❚✐t❧❡, ✉s✉❛❧❚✐t❧❡, ②❡❛r, ❞✐r❡❝t♦rs, ✇❝, ♥❛♠❡}
Y3 = {t❛❣▲✐♥❡}
Y4 = {♣❧♦ts, ♣❧♦t, ❛✉t❤♦r, t❡①t}
. . .
❚♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡✱ ❛✉ t♦t❛❧✱ ❞❡ 8 s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ 1 à 10 ❧❛❜❡❧s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡
♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝r❢s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡ ❝r❢ C1 ❛♥♥♦t❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ♠♦✈✐❡✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
♥÷✉❞s ♣❛r ⊥✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝r❢ C2 ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳
❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡st
❛♥♥♦té ♣❛r ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ Y2✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ét❛♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r ⊥✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛✲
r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S = {(xj,yj)}j=mj=1 ✱
❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Gen✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✶✾
♠♦✈✐❡
⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊥
⊥
⊥ ⊥
⊥ ⊥
⊥
⊥ ⊥
⊥
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉❧❧❚✐t❧❡ ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ②❡❛r ❞✐r❡❝t♦rs
♥❛♠❡
✇❝
♥❛♠❡ ♥❛♠❡
⊥ ⊥
⊥
⊥ ⊥
⊥
⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊥
⊥
⊥ ⊥
t❛❣▲✐♥❡ ⊥
⊥
⊥ ⊥
❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✉① ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✮
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Si ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s yj ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cpli r❡♠♣❧❛❝❡ t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l t❡❧s q✉❡ l 6∈ Yi ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧
⊥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ Cpli ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Cpli(y) =
{
y s✐ y ∈ Yi
⊥ s✐♥♦♥
❖♥ ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cpl ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
à ❧✬ét❛♣❡ i ✿ Si = {(x,Cpli(y))|(x,y) ∈ S}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
Fi ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡ Si à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ Gen✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❛✐♥s✐ ♥❡tt❡♠❡♥t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❊♥tré❡✿ ❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ {(xj,yj)}j=mj=1 ✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛✲
❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y1, . . . ,Yk✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
Gen✳
✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , k} ❞♦
✷✿ Si ✿ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s yj✱ r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l 6∈ Yi ♣❛r ⊥
✸✿ Fi = Gen(Si) ★ ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
✹✿ Λi = ❚r❛✐♥❈❘❋(Si, Fi) ★ ❊♥tr❛î♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r
❙♦rt✐❡✿ k ❝r❢s Ci = (Fi,Λi)
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✸ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P♦✉r ❛♥✲
♥♦t❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s k ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦❜t❡♥✉s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ r❡❝♦♠❜✐♥és ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Combine✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yn✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vn ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ ❧✉✐ ♦♥t été ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s k ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❢❛✐t✱ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦ssè❞❡ k−1 ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ⊥ ❡t ✉♥
❧❛❜❡❧ l ∈ Y ✿ ❝❡ ❧❛❜❡❧ l ❡st ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♥✢✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ⊥ s♦✐❡♥t
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❧❛❜❡❧ q✉✐ ❛ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❧❛❜❡❧ li t❡❧ q✉❡ ✿
li = argmax
1≤i≤k,li 6=⊥
pCi(Yn = li|x)
♦ù pCi(Yn = li|x) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❧❛❜❡❧ li ❛✛❡❝té à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yn
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ Ci✳
❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r |Y|K ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦ù K ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❡st
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✷✶
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ❡♥tré❡ x✱ k ❝r❢s Ci = (Fi,Λi)✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y1, . . . ,Yk
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , k} ❞♦
✷✿ yi = ▲❛❜❡❧❈❘❋(x, Ci)
✜♥ ♣♦✉r
✹✿ yˆ = Combine(y1, . . . ,yk)
❙♦rt✐❡✿ yˆ
❛❧♦rs ré❞✉✐t à (max1≤i≤k)|Yi|K ✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s k ♣❛rt✐❡s Yi ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱
❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t à ( |Y|
k
)K ✳
❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ 8 s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✱ ❞♦♥t ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✭❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❧❛❜❡❧ t❡❝❤♥✐❝s✮ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡
10✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té |Y|K ❞❡
373 = 50653 à 103 = 1000 ✭50 ❢♦✐s ♠♦✐♥s✮✳
❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡♠❛rq✉❡r s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡t t❛❣▲✐♥❡ s♦♥t ❞❡✉① ❢rèr❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥✢✉❡r s✉r ❧✬❛✉tr❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s ❡st ❜r✐sé❡✱ ❝❡✉①✲❝✐
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ Y ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✭❞✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❡✉t êtr❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞t❞ s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ✿ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s✱
❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s
❞❡ Y ✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ét❛❜❧✐ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❙♦✐t Y1, . . . ,Yk ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ Y ✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧
C ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Y ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r k ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s Ci ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Yi∪{⊥}✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉r ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥
séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬ét❛♣❡ i ♣❡✉t
êtr❡ ❛✐❞é❡ ♣❛r ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ❛✉① ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s j t❡❧❧❡s q✉❡ 1 ≤ j < i✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉① ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ✐♥té❣ré❡s à
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✐♠✉❧é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡
❞✐st❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛
♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ Y1 <
Y2 < · · · < Y8✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞✬ét✐q✉❡tt❡ s✉✐✈❛♥ts ✿
X1 = X×∅
X2 = X×{♠♦✈✐❡,⊥}
X3 = X×{♠♦✈✐❡, ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥, ❢✉❧❧❚✐t❧❡, ✉s✉❛❧❚✐t❧❡, ②❡❛r,
❞✐r❡❝t♦rs, ✇❝, ♥❛♠❡,⊥}
. . .
➚ ❧✬ét❛♣❡ ✷✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❡♥tré❡ ❡st X2 = X × {♠♦✈✐❡,⊥} ❝❛r ❧❡ ❝r❢ C1✱ ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Y1 = {♠♦✈✐❡,⊥} ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é ❡t s♦♥ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥té❣ré à ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ♦♥ ❛ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ xǫ = (◆❖❉❊,⊥)✱
❡t à t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s xǫ = (◆❖❉❊, ♠♦✈✐❡)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥♥♦té ♣❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ x1 = (◆❖❉❊,⊥) ❛✉① ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s✱ ♣✉✐s x1 = (◆❖❉❊, ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥) ❛✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❝r❢s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ●râ❝❡ à
❝❡❧❛✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝♦rr✐❣é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❣râ❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ❧❛❜❡❧ t❡❝❤♥✐❝s✱ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ Y7✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❧❛❜❡❧s
❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s Y1 à Y6✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ❛❝t♦r✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❛✐♥s✐ s✐♠✉❧é❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❧✐♠✐té❡s ❛✉ s✐♠♣❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡✳ ▲❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s♦♥t ♣❡r❞✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉
❧❛❜❡❧ t❛❣▲✐♥❡ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❧❛❜❡❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ ❝❛r
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✈❛♥t ❝❡❧❧❡
❞♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ t❛❣▲✐♥❡✳
P♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✱
❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Gen✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❣é♥ér❡r ❧❡
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✷✸
❝♦r♣✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Si✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛✲
❜❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s X ❡t ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Yj t❡❧❧❡s q✉❡ 1 ≤ j < i✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s s②♠❜♦❧❡s à ❧✬ét❛♣❡ i s❡ ♥♦t❡ ❞♦♥❝ Xi = X × (
⋃
1≤j<i Yj ∪ {⊥})✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
à ❧✬ét❛♣❡ i ❡st Yi ∪⊥✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞é✜♥✐ s✉r X × Y ✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ πi ❣é♥èr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ à ❧✬ét❛♣❡ i ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
πi(x, y) =
{
(x, y) s✐ y ∈ Yj t❡❧ q✉❡ 1 ≤< i
(x,⊥) s✐♥♦♥
❊♥ ét❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧✬ét❛♣❡ i ❡st ❞é✜♥✐
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ Si = {(πi(x,y),Cpli(y)) | (x,y) ∈ S}✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Si✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
Fi✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Xi✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧❛❜❡❧s ❛✛❡❝tés ❛✉① ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠♣
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ Ci ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∀n ∈ C1,
(
xn = (x, y) t❡❧ q✉❡ y 6= ⊥
)
⇒ ∀l ∈ Yi, l 6∈ Sn
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ⊥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Yi✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ⊥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳
❊♥tré❡✿ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s {(xj,yj)}j=mj=1 ✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Gen✳
✶✿ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à k ❞♦
✷✿ Si = {(πi(x,y),Cpli(y)) | (x,y) ∈ S}
✸✿ Fi = Gen(Si) ★ ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
✹✿ ❆❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s
✺✿ Λi = TrainCRF(Si, Fi) ★ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
❙♦rt✐❡✿ k ❝r❢s Ci = (Fi,Λi)
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❡♥
♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❛✐♥s✐ q✉❡ k ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s Ci✳ ❈❡s k ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❧❡s ✉♥s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ C1 ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛♣♣❧✐q✉é s✉r x ❡t
♣r♦❞✉✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i > 1✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ✭(x,yi−1)✮ ❞é✜♥✐ s✉r Xi = X × (
⋃
1≤j<i Yj ∪ {⊥})✳ yi−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s Cj ♣♦✉r
1 ≤ j < i✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♠♣ê❝❤❡♥t t♦✉t❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❝♦♥✢✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ✐❝✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥ ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❛✛❡❝té à ❧✬ét❛♣❡ i✱ s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ⊥✳ ❆✐♥s✐✱
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yi ♣r♦❞✉✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s i ♣r❡♠✐èr❡s
s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
à ❧✬ét❛♣❡ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ Yi✳ ❊♥ ❣✉✐s❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✳✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s ❛✉① ét❛♣❡s 1✱ 2 ❡t 3 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ yk ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛❧♦rs à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s k ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳
❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y1, . . . ,Yk ❡t k ❝r❢s ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡s Ci = (Fi,Λi)✳
✶✿ y1 = LabelCRF(x, C1)
✷✿ ♣♦✉r i ❞❡ 2 à k ❞♦
✸✿ xi = (x,yi−1)
✹✿ resi = LabelCRF(xi, Ci)
✺✿ yi = combine(yi−1, resi)
✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
❙♦rt✐❡✿ yk
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s k ❝♦r♣✉s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t ❧❡s k ét❛♣❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❧❛♥❝é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s k s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❞❡
♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té |Y|K ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ( |Y|
k
K
)✳
■❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡
i ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ i−1✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧❛♥❝é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s k s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ♦♥ ré❞✉✐t✱ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té à k × ( |Y|
k
K
)✳
▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ✏❛r❜✐tr❛✐r❡✑ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳
✺✳✷✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❡t ❞é❞✉✐t ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✷✺
♠♦✈✐❡
⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊥
⊥
⊥ ⊥
⊥ ⊥
⊥
⊥ ⊥
♠♦✈✐❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉❧❧❚✐t❧❡ ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ②❡❛r ❞✐r❡❝t♦rs
♥❛♠❡
✇❝
♥❛♠❡ ♥❛♠❡
⊥ ⊥
⊥
⊥ ⊥
♠♦✈✐❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉❧❧❚✐t❧❡ ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ②❡❛r ❞✐r❡❝t♦rs
♥❛♠❡
✇❝
♥❛♠❡ ♥❛♠❡
t❛❣▲✐♥❡ ⊥
⊥
⊥ ⊥
❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✉① ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✮
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♠♦✈✐❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉❧❧❚✐t❧❡ ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ②❡❛r ❞✐r❡❝t♦rs
♥❛♠❡
✇❝
♥❛♠❡
t❛❣▲✐♥❡ ♣❧♦ts
♣❧♦t
❛✉t❤♦r t❡①t
. . .
❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦♠✲
♠❡♥t sé♣❛r❡r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s
q✉❡❧ ♦r❞r❡ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❧❛ ❞t❞ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ s♦✐ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r
❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞t❞✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥
✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✽✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❡♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠♦✈✐❡✳ P✉✐s✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
✭{♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥, t❛❣▲✐♥❡, ♣❧♦ts, . . .}✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❧s ❞❡ ❝❡ ❧❛❜❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✱
à ✉t✐❧✐s❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦✲
r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧♣❤❛❜❡ts
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏♣èr❡✲✜❧s✑ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ q✉❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ✜❧s ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t ♣èr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y♣❧♦ts ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❛②❛♥t
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y♠♦✈✐❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡
❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣❧♦t ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝tés ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡❧s ♥÷✉❞s ♦♥t été ❛♥♥♦tés ♣❛r ♣❧♦ts✳ ➚
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❢rèr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡
❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Y♣❧♦ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ét❛♣❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✷✼
Yǫ = {♠♦✈✐❡}
Y♠♦✈✐❡ = {♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱t❛❣▲✐♥❡✱♣❧♦ts✱r❛t✐♥❣✱❝❛st✱t❡❝❤♥✐❝s✱st♦r✐❡s}
Y♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ = {❢✉❧❧❚✐t❧❡✱✉s✉❛❧❚✐t❧❡✱②❡❛r✱❞✐r❡❝t♦rs✱✇❝}
Y❞✐r❡❝t♦rs = {♥❛♠❡}
Y♣❧♦ts = {♣❧♦t}
Y♣❧♦t = {❛✉t❤♦r✱t❡①t}
Yr❛t✐♥❣ = {♣✱s❝♦r❡✱✈♦t❡}
Y♣ = {✐♠❣}
❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛
❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳
❧♦❝❛❧❡s ♥♦♥✲❞✐r✐❣é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s q✉✐ s♦♥t ❢rèr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛s♣❡❝t séq✉❡♥t✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞✐r✐❣é❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❡t t♦✉s s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ♦♥ s✐♠✉❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s
♣❧♦ts ❡t ❛✉t❤♦r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞❛✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
❛✉❝✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥✬❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ✉s✉❛❧❚✐t❧❡ ❡t ❛✉t❤♦r✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
ét❛✐t t♦✉t❡❢♦✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❛
♣❛s ❞❡ s❡♥s✳
▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s
❧❛❜❡❧s ❡t ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ l
❛②❛♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧s ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧ Y q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Yl✳ Yl ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❧❛❜❡❧s q✉✐ s♦♥t ✜❧s ❞❡ l ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ✿
Yl = {l
′ | l′ ∈ Fils(l)}✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r p ✜①é❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r p✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s Cl ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Yl ∪⊥
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥
❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛❜❡❧s Yl ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛♣rès ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ Yl′ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s l′
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ l✳ ❈❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s
❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ré❝✉rs✐❢ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❡st ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥
❛r❜r❡✮ ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍✐❚r❛✐♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥
❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ét❛♣❡ l✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (xj,yj)✱ xj ❡t yj ét❛♥t ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r
X ❡t Y ✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Gen ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❧❛❜❡❧ l ♣❛ssé ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ ❛✉❝✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Sl✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x
j
l ,y
j
l )
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Xl ❡t Yl ∪ {⊥}✳ Xl ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉①
ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿ Xl = X ×
⋃
l′∈Anc(l) Yl′ ∪ {⊥}✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞é✜♥✐
s✉r X × Y ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π′l ❣é♥èr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ à ❧✬ét❛♣❡ l ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
π′l(x, y) =
{
(x, y) s✐ y ∈ Yl′ t❡❧ q✉❡ l′ ∈ Anc(l)
(x,⊥) s✐♥♦♥
❊♥ ét❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧✬ét❛♣❡ l ❡st ❞é✜♥✐
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ Sl = {(π′l(x,y),Cpll(y)) | (x,y) ∈ S}✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥ts ✿
X♠♦✈✐❡ = X × {⊥}
X♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ = X × Y♠♦✈✐❡ ∪ {⊥}
X❞✐r❡❝t♦rs = X × Y♠♦✈✐❡ ∪ Y♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ∪ {⊥}
. . .
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ Sl ❡t ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
∀n ∈ C1,
(
xn = (x, y) t❡❧ q✉❡ y 6= ⊥
)
⇒ ∀l′ ∈ Yl, l
′ 6∈ Sn
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦s❡♥t q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ l✱ s❡✉❧s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ❡st ⊥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥♥♦tés ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Yl✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ Cl ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r✐s ❡t ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SC ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ❛♣♣r✐s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l′ ✜❧s ❞❡
l ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛❥♦✉tés à SC✳ ❊♥✜♥✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍✐❚r❛✐♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SC ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❛♣♣r✐s✳ ❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❍✐❚r❛✐♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ǫ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✼ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ré❝✉rs✐❢ ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍✐▲❛❜❡❧✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞é✜♥✐❡ s✉r
Xl✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❙✐ ❧❡ ❧❛❜❡❧ l ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ Cl = (Fl,Λl) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à l
❡t ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st Yl ∪ ⊥✳ Cl ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r x ❡t ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yl✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡A ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s l′ t❡❧❧❡s q✉❡ l′ ∈ Fils(l)✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Xl′ ✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s l′ ∈ Fils(l)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ Xl′ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ Xl = X×
⋃
l′∈Anc(l) Yl′∪{⊥}✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s l′ ❡t l′′ s♦♥t ❢rèr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ♦♥ ❛ Anc(l′) = Anc(l′′) ❡t ❞♦♥❝
Xl′ = Xl′′ ✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Xl′
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✷✾
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ❍✐❚r❛✐♥(S, h, l,Gen) ✿
❊♥tré❡✿ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s {(xj,yj)}j=mj=1 ✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ h ❞❡
❧❛❜❡❧s✱ ✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Gen✳
✶✿ SC = ∅ ★ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r❢s ❛♣♣r✐s
✷✿ s✐ l ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs
✸✿ ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Sl ✿ Sl = {(π′l(x,y),Cpll(y)) | (x,y) ∈ S}
✹✿ Fl = Gen(Sl)
✺✿ ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s
✻✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❚r❛✐♥❈❘❋(Sl, Fl) à SC
✼✿ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s l′ ∈ Yl ❞♦
✽✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✐❚r❛✐♥(S, l′,Gen) à SC
✾✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✵✿ ✜♥ s✐
❘❡♥✈♦✐❡ SC
▼❛✐♥✿
❊♥tré❡✿ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s {(xj,yj)}j=mj=1 ✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ h ❞❡
❧❛❜❡❧s ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Gen✳
❙♦rt✐❡✿ ❍✐❚r❛✐♥(S, ǫ,Gen)
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s l′ ∈ Fils(l)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρl✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, y)✱ ♦ù x ❡st ❞é✜♥✐ s✉r Xl ✭x ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✮ ❡t y ❡st ❞é✜♥✐ s✉r
Yl ∪ {⊥}✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρl r❡t♦✉r♥❡ ❛❧♦rs ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Xl′ ✿
ρl((x1, x2), y) =
{
(x1, y) s✐ y ∈ Yl
(x1, x2) s✐♥♦♥ ✭y = ⊥✮
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❛♥♥♦té ♣❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❡st✱ ❛✉① ét❛♣❡s ǫ✱ ♠♦✈✐❡ ❡t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (◆❖❉❊,⊥)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ à
❧✬ét❛♣❡ ❞✐r❡❝t♦rs q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛♣rès✱ ✐❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (◆❖❉❊, ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥)✳
❊♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρl ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π′l✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡
❧✬❛r❜r❡✮ ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ x′ = ρl(x,yl)✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍✐▲❛❜❡❧ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l′ ❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥t ❛✉① ✜❧s ❞✉ ❧❛❜❡❧ l✳ ▲❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍✐▲❛❜❡❧ s✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ǫ ❞❡ ❧❛
❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ rés✉❧t❛t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s Cl ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s l q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❝♦♠♣❧❡t
Y ✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Combine ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✶✳✵✮✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❝❡✉① r❡♥❝♦♥trés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ Y♠♦✈✐❡ ❡t ❝❡✉① ❞❡ Y♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ② ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡
❞❡✉① ❧❛❜❡❧s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts Y♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡t Yr❛t✐♥❣ ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦♥✢✐t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ❍✐▲❛❜❡❧(x, h, l)
❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s h✱ ✉♥ ❧❛❜❡❧ l ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
A = ∅
✷✿ s✐ l ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs
♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ Cl = (Fl,Λl) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ l
✹✿ yl = LabelCRF (x, Cl)
❆❥♦✉t❡r yl à A
✻✿ ✐♥té❣r❡r yl à x ✿ x′ ← ρl(x,yl)
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s l′ ∈ Yl ❞♦
✽✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✐▲❛❜❡❧(x′, l′) à A
✜♥ ♣♦✉r
✶✵✿ ✜♥ s✐
❘❡♥✈♦✐❡ A
▼❛✐♥✿
❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s h
yˆ = Combine(❍✐▲❛❜❡❧(x, h, ǫ))
❙♦rt✐❡✿ yˆ
❈♦♠♣❧❡①✐té
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❛s✲
s❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ✐❝✐ ❛✉ss✐ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t
✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞✬❛r✐té a ✜①❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ a ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ O(G×N×aK)✱ ♦ù K ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ♦ù ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬❛r✐té ✜①❡✱ a ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛r✐té ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❡♥ ♥♦t❛♥t p ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t a ❧✬❛r✐té ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ O(N × p× aK)✳
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✸✶
✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s
◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣✲
♣✉②♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❛✈❡❝ ❝❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ s♦✉✛r❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛✲
❣♥❡r ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t r❡♥❞r❡ ♣r❛t✐❝❛❜❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ❧✬ét❛✐❡♥t ♣❛s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ♣❡rt❡s ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❞❡✉① ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ✉♥❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛❧♦rs ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
s✐♠✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡s ♣❡rt❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❡♥sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡t t❛❣▲✐♥❡ ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s Y2 ❡t Y3 ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❜❡❧s ❡st ♣❡r❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣ré✲
❝✐s❡ q✉❡ Y3 ❡st s✐t✉é❡ ❛♣rès Y2✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❧❛❜❡❧ t❛❣▲✐♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉
❧❛❜❡❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭♠❛✐s ♣❛s ❧✬✐♥✈❡rs❡✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ♣❡rt❡s
s♦♥t ♠♦✐♥s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡t ♥♦♥ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❡r
❝❡s ♣❡rt❡s✳
➚ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉✐ ♥✬♦✛r❡ q✉✬✉♥ ♣✉r ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ à rés❡r✈❡r à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s s♦♥t très ❧✐♠✐té❡s ♦✉ q✉❛♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ❡♥
s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐
❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✐♠✉❧❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐r✐❣é❡s✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s s♦♥t ❞✉❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧❡s ✉♥❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s
❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❝♦♠♠❡
❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❝❡tt❡
♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
✺✳✷✳✹ ❚r❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✺❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ré❛❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❧❛♥❣✉❡s✱ ❛♥✲
♥♦t❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛❜❡❧s P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤✱ ♣✉✐s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❡♥t✐tés ♥♦♠♠é❡s✳ ❊✛❡❝t✉❡r ❝❡s
❞❡✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✐s❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧✬✉♥❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ❞❡✉①
tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ✐♥✢✉❡r ❧✬✉♥❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡ ✭❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡t ❡♥tr❛î♥❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s✳ P♦✉r é✈✐t❡r
❝❡❧❛✱ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛♣♣❡❧é❡ ❥♦✐♥t t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❛s❝❛❞❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❝r❢s s♦♥t ❛♣♣r✐s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ❝r❢s ❛♣♣r✐s s♦♥t
r❡❣r♦✉♣és ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝r❢ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❙✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s✱
❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝r❢s
♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❈♦❤♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ♥ôtr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡✉① ❞❡ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✺❪ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❧❡s ❛❞❛♣t❡r à ❞❡s tâ❝❤❡s
ré❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs ✭❊rr♦r ❈♦rr❡❝t✐♥❣ ❖✉t♣✉t ❈♦❞❡✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧
❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L✱ ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r L tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ❬❇❡r❣❡r✱ ✶✾✾✾❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s Y ✱ L ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❜✐♥❛✐r❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❜✐t ❞✉ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❛♣♣r✐s ❡t ❛♣♣❧✐q✉és
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ à 2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
t❡♠♣s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ O(N × L× 2K)✱ ♦ù K ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❬❈♦❤♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♣ré❝✐s❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ L ❞✉ ❝♦❞❡
❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤ ❝♦♠♣♦rt❛♥t 45 ❧❛❜❡❧s✱ ✐❧ ❧❡✉r ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 200 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ♥ôtr❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ r❡♥❞ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❛♥s ✉♥ ❝r❢ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✸✸
♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r✐❣é❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s✳
✺✳✷✳✺ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✈❛ ♥♦✉s s❡r✈✐r à ❝♦♠♣❛r❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡
❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✈❛ ❛✉ss✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s
tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❞❡s ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ ❡t ✏▼♦✈✐❡✑✳ ❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ✉♥❡ ❢♦✐s
❡♥❝♦r❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛♣♣♦rté ♣❛r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❛♣♣♦rté ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣✉s✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r✱ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s t✐ré❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❧✉s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ r❡♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞t❞✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❈❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦✉✈❛♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ s♦✉s ❧❡ ✜❧s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❯♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡
❧❛❜❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝réé❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡s ❝❤✐✛r❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ 5
à 50✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ 5% ❞✉ ❝♦r♣✉s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s tr❛❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à 3✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧❛
♠❛❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s F1✲♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✳
✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
◆♦♠❜r❡ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P❛r❛❧❧è❧❡ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙éq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❆❧é❛t♦✐r❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❆❧é❛t♦✐r❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡
✺ ✾✺✳✾✹ ✾✼✳✵✻ ✽✸✳✵✺ ✾✾✳✻✵
✶✵ ✾✽✳✸✾ ✾✾✳✽✾ ✽✹✳✸✵ ✾✾✳✾✵
✷✵ ✾✽✳✽✶ ✾✾✳✹✶ ✼✾✳✵✶ ✾✾✳✼✸
✺✵ ✾✾✳✷✹ ✾✾✳✺✽ ✼✾✳✽✵ ✶✵✵
❚❛❜✳ ✺✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ✳
❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❛
❝❤✉t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡
❝❤✉t❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧❛❜❡❧s ❢♦r✲
t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ✐s♦❧és ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❛✐♥s✐ ❝❛ssé❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣ré❞✐r❡
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞é✜♥✐
s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐r✐❣é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ♣❡r❞ s♦♥ s❡♥s✱ ❡t ❝❡s ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✈❡♥✐r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉❡ à ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
❊①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✉ss✐ ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑ ❡t ✏▼♦✈✐❡✑✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❧❡ ✜①♦♥s à 3✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❞♦♥♥❛✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s❛♥s
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✐t❡ ✏✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡✑ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞t❞
❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✺✳✻✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✸ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦✛r❡♥t ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ s♦✉✈❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ à ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s ♦✉ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❝❡✈❛♥ts ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 5 ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❋s ✶✸✺
♥♦♠❜r❡ ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❧✳ séq✳ ❤✐ér✳ ♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❧✳ séq✳ ❤✐ér✳
✺ ✾✽✳✽✷ ✾✽✳✽✸ ✾✾✳✹✽ ✽✾✳✽✶ ✾✽✳✻✼ ✾✼✳✵✻ ✾✾✳✻✵ ✽✽✳✺✷
✶✵ ✾✽✳✺✺ ✾✾✳✺✾ ✾✾✳✾✾ ✾✾✳✾✽ ✾✽✳✹✸ ✾✾✳✽✾ ✾✾✳✾✵ ✾✾✳✻✽
✷✵ ✾✼✳✻✺ ✾✾✳✻✻ ✾✾✳✽✸ ✾✾✳✽✽ ✾✽✳✼✵ ✾✾✳✹✶ ✾✾✳✼✸ ✾✾✳✷✽
✺✵ ✾✾✳✻✻ ✾✾✳✽✾ ✶✵✵ ✾✾✳✾✼ ✾✾✳✼✷ ✾✾✳✺✽ ✶✵✵ ✾✾✳✻✵
❚❛❜✳ ✺✳✻ ✕ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡
✏♥♦r♠❛❧✑ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝r❢s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
♥♦♠❜r❡ ✷✲❝r❢s ✸✲❝r❢s
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❧✳ séq✳ ❤✐ér✳ ♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❧✳ séq✳ ❤✐ér✳
✺ ✾✵✳✸✻ ✻✼✳✾✷ ✼✾✳✺✻ ✺✵✳✻✼ ✽✼✳✼✵ ✻✹✳✾✵ ✽✷✳✺✺ ✻✻✳✷✺
✶✵ ✾✸✳✾✽ ✾✵✳✼✷ ✾✵✳✽✼ ✾✻✳✷✻ ✾✼✳✽✶ ✾✹✳✸✽ ✾✹✳✶✷ ✾✺✳✶✻
✷✵ ✾✺✳✼✸ ✾✺✳✽✼ ✾✺✳✹✾ ✾✾✳✸✵ ✾✽✳✸✶ ✾✹✳✶✺ ✾✺✳✹✺ ✾✼✳✸✸
✺✵ ✾✺✳✾✾ ✾✷✳✾✼ ✾✺✳✻✼ ✾✾✳✽✺ ✾✽✳✻✾ ✾✼✳✻✵ ✾✽✳✾✵ ✾✾✳✾✺
❚❛❜✳ ✺✳✼ ✕ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡
✏♥♦r♠❛❧✑ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝r❢s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❝♦rr✐❣é à ♣❛rt✐r ❞❡ 10 ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬à ❞❡✉①
r❡♣r✐s❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✷✲❝r❢s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♠ê♠❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❋✲♠❡s✉r❡ ❞❡ 100% q✉❛♥❞ 50 ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏❈♦✉rs❡s✑✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s s♦✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛
♣r✐♦r✐ ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✺✳✼✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ très ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s
❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡
99.95%✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ s❝♦r❡ ♥✬ét❛✐t q✉❡ ❞❡ 98.69%✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ét❛✐t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♥♦r♠❛❧ ♣❛r❛❧✳ séq✳ ❤✐ér✳
❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✸✽✸✳✸✺ ✶✵✳✹ ✾✳✽✺ ✶✷✳✶✹
❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✶✳✾✽ ✵✳✻✽ ✶✳✹✸ ✶✳✸✹
❚❛❜✳ ✺✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ▲❛
❝♦❧♦♥♥❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✸✲❝r❢s s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♠♦②❡♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r
à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜t❡♥✉s s✉r
❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡✑ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✽✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❡st r❛♣♣♦rté ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ t❛♥❞✐s ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❛♥♥♦t❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ♥♦s ❛tt❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✱ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st
♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
❞❡s ❧❛❜❡❧s ét❛♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s très s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
ét❛♥t 30 à 40 ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱
q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 2 ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛♥♥♦t❛✲
t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1 s❡❝♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❡ 2 s❛♥s ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✳
✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①❛❝t❡
♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝r❢s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ✐♠♣♦s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
p(y|x) ♥✉❧❧❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s y ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❜r✐s❡♥t
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧❛❜❡❧s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✉♥ ❝r❢ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s
❧❛❜❡❧s Y ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ Y ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ q✉❡
❝❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♥❡ s❡ ❢♦♥t ♣❛s ❛✉
❞étr✐♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♥♦r♠❛✉①✱ ♠❛✐s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠ê♠❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s
rés✉❧t❛ts✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ à ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
❳▼▲
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥
÷✉✈r❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t
t♦✉t❡s ❡♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ◆♦✉s sé♣❛r♦♥s ❝❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❞❡✉①
❝❛té❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s
♦ù ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ♣♦ssè❞❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧
❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ s♦♥t
♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥t❡♥✉✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ ♣♦✉r
s❛ ♣❛rt t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝♦♥t❡♥✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ①♠❧ ✈❡rs ❧❡
①♠❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣✉s
①♠❧ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ✜❧♠s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t✲
❝❤✐♥❣ s✉r ✉♥ ❝♦r♣✉s ❞✬❛♥♥♦♥❝❡s ✐♠♠♦❜✐❧✐èr❡s ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❧s❞✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s
❛✉ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐✲
♥✐♥❣ ✷✵✵✻✶✷ ❬❉❡♥♦②❡r ❛♥❞ ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛❣❡s ❲❡❜ ✐ss✉❡s ❞❡ s✐t❡s ❞❡ ❝✐♥é♠❛ ❡t ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ✜❧♠ ❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥✲
♥é❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ é✈❛❧✉és s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉①
rss à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ❊♥❝♦✉r❛❣é ♣❛r ❧❡s
❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡ t❡❧s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ✢✉① rss✳
✶✷❤tt♣✿✴✴①♠❧♠✐♥✐♥❣✳❧✐♣✻✳❢r
✶✸✼
✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
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❇❇
❆❚
✺✵✺✱✶✸✼
❈❉
❯❙❉ ✸✱✵✵✵✱✵✵✵
❈❯
❊❧❡♣❤❛♥t
❇❍
❆♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞❛②✳✳✳
❇◗
❈❑
❊❍
●✉s ❱❛♥ ❙❛♥t
❆❳
❊❍
❆❧❡① ❋r♦st
❊❍
❏♦❤♥ ❘♦❜✐♥s♦♥
❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳
✻✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡
✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥
❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ ❛♣♣❡❧é s❝❤é♠❛ ❝✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛r❜r❡
❞✬❡♥tré❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①♠❧ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛♣♣♦rt❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s s✉r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉❡r
s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✳
✻✳✶✳✶ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r
❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
tâ❝❤❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♥❣❧❡t♦♥s ♦✉ ❞❡ ♥✲✉♣❧❡ts✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s ❝♦♥s✐st❡
♣♦✉r s❛ ♣❛rt à ❡①tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦✉r♥✐s ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✉t à ❢❛✐t à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s✳
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
P♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉ré❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✲
✈✐❡❉❇✑✳ ❈❡ ❝♦r♣✉s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞✬✉♥ ✜❧♠✳ ▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡ t❡①t❡ ♣rés❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡st très ❝♦✉rt ❡t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ét✐q✉❡tt❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t
❞♦✐t êtr❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t✐tr❡ ❞✉ ✜❧♠ ♣❡✉t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ét✐q✉❡té ♣❛r ❈❯✳ ■❧ ♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❈❯ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ t✐tr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝♦r♣✉s ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✸✾
❢✐❧♠
t✐t❧❡
❊❧❡♣❤❛♥t
s✉♠♠❛r②
❆♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞❛②✳✳✳
❞✐r❡❝t♦rs
❞✐r❡❝t♦r
●✉s ❱❛♥ ❙❛♥t
❝❛st
❛❝t♦r
❆❧❡① ❋r♦st
❛❝t♦r
❏♦❤♥ ❘♦❜✐♥s♦♥
❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳
①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭❧❛ s♦rt✐❡ r❡st❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡✮✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ✐❝✐ q✉✬à ✉♥
s❡✉❧ s❝❤é♠❛ ❞✬❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
s❝❤é♠❛s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡
s❝❤é♠❛ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❆✈❡❝ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡♥tré❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ s♦✉s✲
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 100 ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧✱ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ 164 ♥÷✉❞s é❧é♠❡♥ts ❡t 591 ♥÷✉❞s t❡①t❡✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s s♦♥t ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞s ✿
♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 4✱ ♠❛✐s s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ très ❧❛r❣❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 65✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ♦♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❛rt ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 41
é❧é♠❡♥ts ❡t 193 ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❙✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞t❞ ❞❡
s♦rt✐❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❡t ❞❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s s♦♥t ✐❝✐ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡
❡st ❛♥♥♦té ❛✈❡❝ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s
♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡❧❡t❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡ à ❝♦♥s❡r✈❡r s♦♥t ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ⊥✳ ❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❝❡
❝♦r♣✉s ❡st q✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❞❡✉①
♥÷✉❞s ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞✬❡♥tré❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥♥♦tés ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡st ❊❍
♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ s♦✐t ❛✉ ♥♦♠ ❞✬✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r✱ s♦✐t à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛❝t❡✉r ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡
❛♥♥♦té s♦✐t ♣❛r ❞✐r❡❝t♦r✱ s♦✐t ♣❛r ❛❝t♦r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❡✉❧❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♣èr❡ ❞❡ ❝❡
♥÷✉❞ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞❡✉①✳
P♦✉r ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲
❝r❢s✱ q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ✭22 ❧❛❜❡❧s ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ⊥✮✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t
s♦♥t ❜r✉ts ❡t ♥❡ t✐r❡♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡✳
✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
▲❛❜❡❧ ❘❛♣♣❡❧ Pré❝✐s✐♦♥ F1✲♠❡s✉r❡
❛❝t♦r ✾✼✳✵✶ ✶✵✵ ✾✽✳✹✽
❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❜✉❞❣❡t ✼✷✳✵✻ ✽✹✳✹✽ ✼✼✳✼✽
❝❛st ✾✻✳✸✾ ✶✵✵ ✾✽✳✶✻
❝♦♠♣❛♥② ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❝♦✉♥tr✐❡s ✾✾✳✹✾ ✶✵✵ ✾✾✳✼✹
❞❛t❡ ✶✵✵ ✾✾✳✻✸ ✾✾✳✽✶
❞❡❧❡t❡ ✾✾✳✽✷ ✾✾✳✶✽ ✾✾✳✺✵
❞✐r❡❝t♦r ✾✼✳✼✺ ✾✽✳✸✶ ✾✽✳✵✸
❞✐r❡❝t♦rs ✾✼✳✼✺ ✾✽✳✺✽ ✾✽✳✶✼
❢✐❧♠ ✶✵✵ ✾✾✳✵✶ ✾✾✳✺✵
❢✐❧♠ ❢♦r♠❛t ✾✾✳✺✻ ✶✵✵ ✾✾✳✼✽
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✾✵✳✷✹ ✶✵✵ ✾✹✳✽✼
❧❛♥❣✉❛❣❡s ✾✻✳✺✵ ✶✵✵ ✾✽✳✷✷
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
r❛t✐♥❣ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s ✶✵✵ ✾✾✳✼✷ ✾✾✳✽✻
s✉♠♠❛r② ✾✽✳✷✻ ✶✵✵ ✾✾✳✶✷
t❛❣❧✐♥❡ ✾✷✳✶✾ ✶✵✵ ✾✺✳✾✸
t✐t❧❡ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
✇r✐t✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✾✺✳✷✽ ✾✷✳✷✹ ✾✸✳✼✸
▼❛❝r♦ ▼♦②❡♥♥❡ ✾✻✳✼✽ ✾✽✳✻✸ ✾✼✳✻✺
▼✐❝r♦ ▼♦②❡♥♥❡ ✾✾✳✷✽ ✾✾✳✸✵ ✾✾✳✷✾
❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳
❘és✉❧t❛ts
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 5 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝✐♥✲
q✉✐è♠❡ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✭s♦✐t 20 ❞♦❝✉♠❡♥ts✮ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts s❡r✈❛♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❢
❛♣♣r✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣✉s ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❡t q✉❛tr❡ ❢♦✐s ❡♥ t❡st✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ r❛♣♣❡❧✱ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t F1✲♠❡s✉r❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✱ ❡t
❧❡s ♠❛❝r♦ ❡t ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ❝❡s ❧❛❜❡❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ très
❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❝r❢s s✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥❡
F1✲♠❡s✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 98%✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛
♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 99% ❡t ❡st s✉rt♦✉t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠❛❝r♦
♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉①
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ét✐q✉❡tt❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s❝♦r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♦❜t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❝❡✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❜✉❞❣❡t ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❛♥s 1
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✹✶
❈❤❡♠✐♥s ❙♦✉s✲❛r❜r❡s ❈❤❡♠✐♥s ✰ ❙♦✉s✲❛r❜r❡s
✾✶✳✹✷ ✽✼✳✺✻ ✽✼✳✺✻
❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
str✉❝t✉ré❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ✏▼♦✈✐❡❉❇✑✳
❞♦❝✉♠❡♥t s✉r 5✱ t❛♥❞✐s q✉❡ t❛❣▲✐♥❡ ❡t ✇r✐t✐♥❣❴❝r❡❞✐ts ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❡♥✈✐r♦♥
1 ❞♦❝✉♠❡♥t s✉r 2✳ ❆✐♥s✐✱ ♠♦✐♥s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s ❧❛❜❡❧s ét❛✐❡♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ❡♥ r❡tr❛✐t
s✉r ❝❡s ❧❛❜❡❧s✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ♥♦✉s
é✈❛❧✉♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧❛❜❡❧s ❛✛❡❝tés ❛✉① ♥÷✉❞s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱
❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❡t ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡s✳ ❈❡s tr♦✐s ♠❡s✉r❡s
✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❛✉❣✉rés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ 91% ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s str✐❝t❡s✱ ♠♦♥tr❡♥t
✉♥❡ F1✲♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ 87%✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦❜t❡♥❛♥t ♠ê♠❡ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 100%✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✲❝r❢s✳
✻✳✶✳✷ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣
◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ❛r❞✉❡ ❞✉ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❧❛ tâ❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦ù t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛✱ ❞❛♥s
❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❢♦✉r♥✐s ❡♥ ❡♥tré❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t s♦♥ ♣r♦♣r❡ s❝❤é♠❛✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♠♠✉♥ ❛♣♣❡❧é s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r✳
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦r✲
♣✉s ✏❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ■✑ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❉♦❛♥✳ ❈❡ ❝♦r♣✉s ❝♦♥t✐❡♥t 10000 ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 35
♥÷✉❞s ❝❤❛❝✉♥✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❛♥♥♦♥❝❡s ✐♠♠♦❜✐❧✐èr❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝✐♥q s♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
➚ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
16 ét✐q✉❡tt❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡st ❝♦♥♥✉✳ ▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣✉s s♦♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛✐s ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t❡ ❛ss❡③ r✐❝❤❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❡♥ ❛♥♥♦t❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥t ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡
✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
❛✈❡❝ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ♥✬❛ ♣❛s
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♠❛✐s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t ♣♦ss✐✲
❜❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜❡❧s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✸✲❝r❢s ♥♦✉s ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♥té❣r❡r ❛✉①
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞t❞✳
❘és✉❧t❛ts
▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t 20 ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ tr♦✐s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s
s❡r✈❡♥t ❛✉ t❡st✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s 3 s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st✐t✉é ❡♥ t✐r❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t 5
❡①❡♠♣❧❡s ❛♥♥♦tés ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s 3 s♦✉r❝❡s✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ 15 ❞♦❝✉♠❡♥ts
❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡s 2 s♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
t❡st❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣r✐s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s ❛♣♣r✐s ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
❞❡ t❡st✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ♣ré❝✐s✐♦♥✱ r❛♣♣❡❧ ❡t F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✸✲❝r❢s
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧❛❜❡❧s ❛tt❡✐♥t ♣r❡sq✉❡ ❧❡s 99% t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❡st ❞❡ 92%✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❝r♦
♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ✸✲❝r❢s ♦♥t ré✉ss✐ à ❧❛ ❢♦✐s à t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❧s❞ s✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ s✉✐✈❡♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥ôtr❡ ❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❝❤❡♠❛
▼❛t❝❤✐♥❣✳ ▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❞♦✲
❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é✲
❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ♥♦s 20 ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
ét✐q✉❡tt❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥♥♦tés ♣❛r ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s s♦✉r❝❡s✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧
q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧s❞
✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡t s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✸✲❝r❢s✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❡st✱ ❛✈❡❝
❧s❞✱ ❛♣♣r✐s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛❝❝✉r❛❝② ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❉♦❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❈❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s s❝❤é♠❛s s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s
❧❡ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r q✉✐ ♦♥t été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣ré❞✐ts✳ ▲❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡rr❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡s
s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ s♦✉r❝❡ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞✉
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✹✸
▲❛❜❡❧ Pré❝✐s✐♦♥ ❘❛♣♣❡❧ F1✲♠❡s✉r❡
❛❣❡♥t❴❛❞❞r❡ss ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❛❣❡♥t❴❢❛① ✶✵✵ ✼✽✳✸✸ ✽✼✳✽✺
❛❣❡♥t❴♥❛♠❡ ✶✵✵ ✾✽✳✺✽ ✾✾✳✷✽
❛❣❡♥t❴♣❤♦♥❡ ✾✺✳✾✼ ✽✶✳✼✸ ✽✽✳✷✽
❜❛t❤r♦♦♠s ✶✵✵ ✼✺✳✽✹ ✽✻✳✷✻
❜❡❞r♦♦♠s ✶✵✵ ✾✼✳✻✺ ✾✽✳✽✶
❢✐r♠❴❛❞❞r❡ss ✶✵✵ ✾✾✳✾✾ ✾✾✳✾✾
❢✐r♠❴♥❛♠❡ ✾✾✳✽✵ ✾✸✳✾✶ ✾✻✳✼✼
❢✐r♠❴♣❤♦♥❡ ✾✵✳✽✶ ✾✺✳✼✼ ✾✸✳✷✸
❤♦✉s❡❴❛❞❞r❡ss ✶✵✵ ✾✵✳✷✹ ✾✹✳✽✼
❣❛r❛❣❡ ✶✵✵ ✾✾✳✽✷ ✾✾✳✾✶
❤♦✉s❡❴❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✶✵✵ ✺✾✳✽✾ ✼✹✳✾✶
❧♦t❴❛r❡❛ ✾✾✳✾✾ ✾✾✳✸✶ ✾✾✳✻✺
♠❧s❴♥✉♠❜❡r ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
♣r✐❝❡ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
s❝❤♦♦❧ ✶✵✵ ✸✹✳✺✻ ✺✶✳✸✼
▼❛❝r♦ ▼♦②❡♥♥❡ ✾✽✳✾✺ ✼✾✳✺✼ ✽✽✳✷✶
▼✐❝r♦ ▼♦②❡♥♥❡ ✾✾✳✶✻ ✽✼✳✽✺ ✾✶✳✾✺
❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ■✳
s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r✱ ♦✉ ❧✬♦✉❜❧✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❛②❛♥t ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♠é❞✐❛t❡✉r✳ ▲❡s ✸✲❝r❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡ 96, 4%✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❧s❞ ♥✬♦❜t❡♥❛✐t q✉❛♥t à ❧✉✐ q✉✬❡♥✈✐r♦♥ 80%✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡
❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧s❞✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r s❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❡t ❞❡ s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s
♦♥t ♣✉ ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❝♦rr❡❝t❡s✳
✻✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧
❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❙✐ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✉ ①♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧✱ ✐❧ ❡♥ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ✐❝✐ ❞❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s
❛r❜r❡s ①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡✉r ♥❛t✉r❡✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳
❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥térêts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❡ ❲❡❜ s✉✐✈❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt✱ ❧❡ ❢♦r♠❛t ①❤t♠❧✳ ❆✐♥s✐✱ êtr❡ ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧ ❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts
✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
①♠❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ▲❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ r❡❥♦✐♥t
❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛
❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛❣❡s ①❤t♠❧✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❡s rés✉♠❡r✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✻✳✷✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
t❡sté ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣ ✷✵✵✻✶✸ ❬❉❡♥♦②❡r ❛♥❞ ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ✷✵✵✻❪✳
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
▲❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲▼✐♥✐♥❣ ❬❉❡♥♦②❡r ❛♥❞ ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ✷✵✵✻❪
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ✜❧♠s ✭t✐tr❡✱ ré❛❧✐s❛t❡✉r✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ❡♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ s✐t❡s
❞❡ ❝✐♥é♠❛ ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❆❧❧▼♦✈✐❡✶✹✱ ■▼❉❇✶✺ ✭■♥t❡r♥❡t ▼♦✈✐❡ ❉❛t❛❇❛s❡✮ ❡t ❆❧❧♦❝✐♥é✶✻✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬■▼❉❇✳
❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝♦r♣✉s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❞❡ ♣✉rs ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st s✐t✉é❡ ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥✬❛♣♣♦rt❡ q✉❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P❛r♠✐ ❝❡s tr♦✐s ❝♦r♣✉s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✿ ❧❡ ❝♦r♣✉s
❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ❡t ❧❡s ❝♦r♣✉s ❆❧❧♦❝✐♥é ❡t ■▼❉❇✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❤t♠❧✶ ❡t ❤t♠❧✷✱ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞é❝r✐✈❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ✜❧♠s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ①❤t♠❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ✜❧♠✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥✲têt❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s
❝♦r♣✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ t❡st s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 692
❡t 693 ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ♣❛r ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❝❡s ❝♦r♣✉s ❡st ❞❡ 1100 ♣♦✉r
❤t♠❧✶ ❡t 1250 ♣♦✉r ❤t♠❧✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✐❞❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❢♦✉r♥✐❡✱ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ✐♥❢éré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇❡① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡tt❡ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 63 é❧é♠❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s 39 ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡✳
✶✸❤tt♣✿✴✴①♠❧♠✐♥✐♥❣✳❧✐♣✻✳❢r
✶✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛❧❧♠♦✈✐❡✳❝♦♠
✶✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♠❞❜✳❝♦♠
✶✻❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛❧❧♦❝✐♥❡✳❢r
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✹✺
t❛❜❧❡
tr
t❞
❜
❚❤❡ ❇✐❣ ❙❧❡❡♣
tr
t❞
✶✾✹✻ ✲ ❯❙❆
tr
t❞
❉✐r❡❝t♦r ✿
t❞
❍✳ ❍❛✇❦s
⊥
⊥
⊥
⊥
♠♦✈✐❡✴♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✴❢✉❧❧❚✐t❧❡
⊥
⊥
♠♦✈✐❡✴②❡❛r ⊥ ♠♦✈✐❡✴❝♦✉♥tr✐❡s✴❝♦✉♥tr②
⊥
⊥
⊥
⊥
♠♦✈✐❡✴❞✐r❡❝t♦rs✴♥❛♠❡
❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭❤❛✉t✮ ❞✉ ❝♦r♣✉s ✏❆❧❧▼♦✈✐❡✑ ❡t
❞❡ s♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭❜❛s✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣✳
▲❡s ❝♦r♣✉s ❆❧❧♦❝✐♥é ❡t ■▼❉❇ s♦♥t ❡✉① ❝♦♠♣♦sés ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 13000 ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ▲❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉① ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧
❞✉ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 119 ❡t 90 ♥÷✉❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❆❧❧♦❝✐♥é
❡t ■▼❉❇✳ ▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s✳ ▲❛ ❞t❞ ❞❡
s♦rt✐❡✱ ✐♥❢éré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇❡① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❝♦♠♣♦rt❡ 55 é❧é♠❡♥ts✱
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s 22 ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝♦r♣✉s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢♦✉r♥✐r ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣❛r❢❛✐ts ✭✐❡✳ 100%✮✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ①❤t♠❧ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ét❛♥t ♦r✐❡♥té❡s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ s✐t✉❡ ❛✉①
❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞ t❡①t❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ①❤t♠❧
❞✬❡♥tré❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s
❞✐✛ér❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ s♦rt✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❛ ❞❛t❡
❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ✜❧♠ s♦♥t t♦✉s tr♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞ t❡①t❡✳ ■❧ ❡st
❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡✱ ❝ré❛♥t
❛✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❈❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✬❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
✈❡rs✐♦♥s ❞✉ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✳
✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧
❞✬❡♥tré❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦✈✐❡✴♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✴❢✉❧❧❚✐t❧❡ ♦✉ ♠♦✈✐❡✴t❛❣▲✐♥❡✳ ▲❡s
♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ✭❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥t✮ s♦♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r ⊥✳ ❙✐ ❧❡✉r ✐♥térêt ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t✱ ❝❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ s♦♥t ❡①♣❧♦✐tés
♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ s✉r ❝❡ ❝♦r♣✉s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❝❡
t②♣❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞
❡t ❞✬❡♥ ✐♥sér❡r ✉♥ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳
▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❢❛✐t
♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ s❡✉❧ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
❝✉♠❡♥t ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠♦✈✐❡✴♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✴❢✉❧❧❚✐t❧❡❴❝♦♥t✐♥✉❡❞ ♦✉
♠♦✈✐❡✴s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ①❤t♠❧
❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❛♥♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ♠♦✈✐❡✴s②♥♦♣s✐s ❡t ♠♦✈✐❡✴s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞✱
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❡st ❝♦♥❝❛té♥é ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♥÷✉❞
s②♥♦♣s✐s✱ ✜❧s ❞❡ ♠♦✈✐❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ⊥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❛♥♥♦t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ 66 ❧❛❜❡❧s ✉t✐❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t 24
❧❛❜❡❧s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣✉s ❆❧❧♦❝✐♥é ❡t ■▼❉❇✱ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦♥t✐♥✉❡❞✑✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❛♥♥♦té ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥
❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❛♥♥♦té ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡✳
❈❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❆✜♥ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r
❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ✭♣❧✉s ❞❡ 7000✮ ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ 66 ❧❛❜❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣✉s
❆❧❧▼♦✈✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ à ❛♥♥♦t❡r ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ♣❧✉s ❞❡ 1100 ♥÷✉❞s
✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿
7000× 1100× 663 ≈ 2.1012✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✺ ✿ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❙✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ s♦♥t ❛♥♥♦tés✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✹✼
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛r t♦✉t
❧❛❜❡❧ ❛✉tr❡ q✉❡⊥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s
❧❛❜❡❧s ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦♥t✐♥✉❡❞✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s r❡♣rés❡♥t❛♥t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♥♥♦t❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛❜❡❧ s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞ ♥✬❛
❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡ s♦♥ ❢rèr❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st s②♥♦♣s✐s ♦✉ s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦♥t✐♥✉❡❞✑✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✿
∀c ∈ C3, ∀y1 ∈ Y , y2 ∈ Y \ {s②♥♦♣s✐s, s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞}
(y1, y2, s②♥♦♣s✐s❴❝♦♥t✐♥✉❡❞) 6∈ Sc
♦ù C3 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐é❡ ❛✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❙✐ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✺ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❞t❞
❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♥❡ ♣♦rt❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ▲❛ ❞t❞ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✜t❡r
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❛✐❞és ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❣❛❣♥é❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧♠ ✭♥♦♠✱ ❧✐❡✉ ❡t ❛♥♥é❡✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t✐tr❡ ❞✉ ✜❧♠✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é à ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠❡
✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ à ❧✉✐ t♦✉t s❡✉❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 30 s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ 2 à 6 ❧❛❜❡❧s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦✉r ❆❧❧♦❝✐♥é
❡t ■▼❉❇ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ 7 s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡ 2 à 9 ❧❛❜❡❧s✳
❘és✉❧t❛ts
❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s s✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ♣ré❝✐s✐♦♥✱ r❛♣♣❡❧ ❡t
F1✲♠❡s✉r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✳
❈♦r♣✉s ❘❛♣♣❡❧ Pré❝✐s✐♦♥ F1✲♠❡s✉r❡
❆❧❧♦❝✐♥❡ ✽✺✳✺✽ ✽✷✳✺✸ ✽✸✳✹✽
■▼❉❇ ✽✽✳✶✾ ✾✵✳✸✹ ✽✽✳✶✵
❆❧❧▼♦✈✐❡
❤t♠❧✶ ✽✼✳✽✶ ✼✶✳✹✶ ✼✽✳✼✻
❤t♠❧✷ ✽✸✳✷✺ ✻✻✳✵✺ ✼✸✳✻✻
❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲✲
▼✐♥✐♥❣✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠ê♠❡ très ❜♦♥s ❡♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ■▼❉❇
✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
❈♦r♣✉s ❈❤❡♠✐♥s ❙♦✉s✲❛r❜r❡s ❈❤❡♠✐♥s ✰ s♦✉s✲❛r❜r❡s
▼ét❤♦❞❡ ■❙▼ ✸✲❝r❢s ■❙▼ ✸✲❝r❢s ■❙▼ ✸✲❝r❢s
❆❧❧♦❝✐♥❡ ✼✻✳✽✵ ✽✻✳✶✽ ✻✺✳✽✺ ✼✼✳✾✾ ✻✹✳✵✾ ✼✼✳✾✾
■▼❉❇ ✽✹✳✷✺ ✽✼✳✽✵ ✼✶✳✸✻ ✼✽✳✷✹ ✼✶✳✶✽ ✼✽✳✷✹
❆❧❧▼♦✈✐❡
❤t♠❧✶ ✲ ✾✶✳✽✶ ✲ ✽✾✳✼✻ ✲ ✽✾✳✼✻
❤t♠❧✷ ✲ ✼✾✳✻✵ ✲ ✼✶✳✼✾ ✲ ✼✶✳✺✼
❚❛❜✳ ✻✳✺ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲▼✐♥✐♥❣✳
❛✈❡❝ ✉♥❡ F1✲♠❡s✉r❡ ❛tt❡✐❣♥❛♥t 88.10✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ❝♦r♣✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♥✬♦♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡s 100%✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ✉♥❡
♥❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤t♠❧✶ ❡t ❤t♠❧✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❤t♠❧✷ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❝❤✉t❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞û ❛✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ✸✲❝r❢s ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ♣❛s à ❞✐st✐♥❣✉❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡
❝❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ♠❡s✉r❛♥t
❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❡t ❧❡s ♣❛✐r❡s ✭❝❤❡♠✐♥✱ s♦✉s✲❛r❜r❡✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ss✐
❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙▼ ❬▼❛❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛✉tr❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣✳ P♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱
❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ❢♦✉r♥✐ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙▼ ♥❡
♣♦✉✈❛✐t êtr❡ é✈❛❧✉é ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t❡①t❡✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❆❧❧▼♦✈✐❡✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤t♠❧✶ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❤t♠❧✷✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❛✈❡❝ ❤t♠❧✶✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ F1✲♠❡s✉r❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ♣rès ❞❡ 92% ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉r
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡①t✉❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 90%
❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❣é♥érés✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❤t♠❧✷ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ s❝♦r❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛✈♦✐s✐♥❡ ✉♥ ❝♦rr❡❝t 80%✱ té♠♦✐❣♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ t❡①t❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❧❡s ❝♦r♣✉s ❆❧❧♦❝✐♥é
❡t ■▼❉❇ s♦♥t ❛✉ss✐ très ❜♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡s 80% ❞❡ F1✲♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠❡s✉r❡s é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❡t ❛tt❡✐❣♥❡♥t ♠ê♠❡ 87% ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✹✾
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ rss ✭❝❤❛♥♥❡❧✮❃
❁✦❆❚❚▲■❙❚ rss ✈❡rs✐♦♥ ❈❉❆❚❆ ★❋■❳❊❉ ✧✷✳✵✧❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭✐t❡♠✰✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ✐t❡♠ ✭✭t✐t❧❡⑤❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✰✱❧✐♥❦❄✱
✭❛✉t❤♦r⑤❝❛t❡❣♦r②⑤❝♦♠♠❡♥ts⑤❡♥❝❧♦s✉r❡⑤❣✉✐❞⑤♣✉❜❉❛t❡⑤s♦✉r❝❡✮✯✮❃
❁✦❊▲❊▼❊◆❚ ❛✉t❤♦r ✭★P❈❉❆❚❆✮❃
❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❊①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss 2.0✳
s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙▼ ♠♦♥tr❡ ❧❛
❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
■❙▼ s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
10 ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ①♠❧✳
✻✳✷✳✷ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① ❘❙❙
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ✉♥ s✐t❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✶✼ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛♥♥♦t❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛❣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ s✐t❡ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à
❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉① rss s✉r ❝❡ s✐t❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
❚â❝❤❡ ❡t ❞♦♥♥é❡s
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉① rss ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sés à
♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❧✐st❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ✉♥ s✐t❡✳ ❯♥ ✢✉① rss ❡st ✉♥
❞♦❝✉♠❡♥t ①♠❧ ♣♦✉r ❧❛ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❲❡❜✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞✐✛✉s❡r ❞❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r
❞❡ s✐t❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s s✐t❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❯♥ t❡❧ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ✭✐t❡♠✮✱ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✉♥ t✐tr❡✱ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥
❛✉t❡✉r✱ ❡t❝✳ ❯♥ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss ✷✳✵ ❡st ♣r♦♣♦sé s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s✐t❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✢✉① rss✱ ❝❡ s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✢✉① ♣ré❞é✜♥✐s
❡t ♥❡ ré♣♦♥❞❛♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ❝r✐tèr❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✐t❡s ❲❡❜ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✳
▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss ❡st ❞♦♥❝ q✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬êtr❡ ✐♥❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡✱ s✉r ✉♥ s✐t❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥tér❡ss❡r✱ ❝❛r ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sé❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♥tér❡ssé✱ s✉r ✉♥ s✐t❡ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♣❛r ❧❡s ♣❤♦t♦s à
❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r♦✉❣❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥
✢✉① rss à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✏r❡❞ ❖❘ r♦✉❣❡✑ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ t♦✉t❡s
✶✼❤tt♣✿✴✴❝❧✉st❡r✲♠♦str❛r❡✳❢✉t✉rs✳✐♥r✐❛✳❢r✿✽✵✽✵✴①❝r❢✷rss✲♣r♦❥❡❝t
✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
rss
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P♦rt❡ ❘♦✉❣❡
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❤tt♣✿✴✴
♣✉❜❉❛t❡
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t✐t❧❡
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❧✐♥❦
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✵✸✴✵✼✴✵✼
❛✉t❤♦r
●♦♥③♦
❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉① rss✳
❧❡s ♣❤♦t♦s ❛②❛♥t ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦ts✲❝❧és✳ ❈❡ ✢✉① rss✱ ♠✐s à ❥♦✉r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡t
❛✐♥s✐ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬êtr❡ ✐♥❢♦r♠é ❞❡ t♦✉t❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤♦t♦ ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ❞é❥à ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s s✐t❡s t❡❧s q✉❡ ❉❛✐❧②▼♦t✐♦♥ ♦✉ ●♦♦❣❧❡ ❱✐❞❡♦✱
♠❛✐s r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s très ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✢✉① rss s♦♥t
❛❧♦rs ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❧✐st❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ✭❞❡s ♣❤♦t♦s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ t✐tr❡✱ ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ✈❡rs ❧❛ ♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❡♥tré❡ s♦♥t ré♣❡rt♦r✐é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✻✳✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ①♠❧ ❞❡ ✢✉① rss✳ ❈❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✏r❡❞ ❖❘ r♦✉❣❡✑ s✉r ✉♥ s✐t❡ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞♦♥t ❧❡s t✐tr❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✏P♦rt❡ ❘♦✉❣❡✑ ❡t ✏❘❡❞✲❍❡❛❞❡❞ ❲♦♦❞♣❡❝❦❡r✑✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s ♦♥t ✉♥ t✐tr❡✱ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡t ✉♥❡
❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥tré❡ ré♣❡rt♦r✐❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛②❛♥t ♣r✐s
❧❛ ♣❤♦t♦ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st✐t✉é tr♦✐s ❝♦r♣✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐t❡s ❝♦♥♥✉s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
té❧é❝❤❛r❣é ❞❡s ♣❛❣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡s s✐t❡s ❙❧❛s❤❞♦t✶✽ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✱
●♦♦❣❧❡ ❱✐❞❡♦✶✾ ✭✈✐❞é♦ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❡t ❋❧✐❝❦r✷✵ ✭♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝♦r♣✉s ❛✐♥s✐
❝♦♥st✐t✉é ❝♦♠♣♦rt❡ ❡♥✈✐r♦♥ 30 ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ✭é❧é♠❡♥ts✱ ❛ttr✐❜✉ts ❡t ♥÷✉❞s t❡①t❡✮ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 6000✳ ❈❡s ❛r❜r❡s
①❤t♠❧ s♦♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♣❛❣❡s ❞❡ ❝❡s s✐t❡s ét❛♥t
❣é♥éré❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ①❤t♠❧ ♣♦ssè❞❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♦✛r❛♥t ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝❛s ❡①trê♠❡ ❞❡ ❝❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣✉s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❛❣❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ●♦♦❣❧❡ ❱✐❞❡♦✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ t✐tr❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛❧✐s❡ ❞✐✈ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥
❛ttr✐❜✉t ❝❧❛ss ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st t✐t❧❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬❛r❜r❡ ❤t♠❧ ❡①tr❛✐t ❞✉
❝♦r♣✉s ❙❧❛s❤❞♦t ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❉✉ ❢❛✐t ❞✉ ❢♦r♠❛t ①♠❧ ❞❡s ✢✉① rss✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ①❤t♠❧ ✈❡rs ❧❡ ①♠❧✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
✶✽❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❧❛s❤❞♦t✳♦r❣
✶✾❤tt♣✿✴✴✈✐❞❡♦✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠
✷✵❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢❧✐❝❦r✳❝♦♠
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❳❍❚▼▲ ✈❡rs ❧❡ ❳▼▲ ✶✺✶
❞✐✈
❞✐✈
❞✐✈
❤✸
❛
●✐✈❡ . . .
❞✐✈
❜
P♦st❡❞ ❜② ❛
❩♦♥❦
♦♥ ❋r✐❞❛② . . .
❞✐✈
❞✐✈
✐♠❣
❞✐✈
❙✈✐♣♣② ✇r✐t❡s ✐
✏❆♣♣❧❡ ❤❛s . . . ✑
❅❝❧❛ss
s♣❛♥
. . .
❞✐✈
. . .
❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❞✉ ❝♦r♣✉s ❙❧❛s❤❞♦t✳
❧✬❛❜♦r❞❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳
▲❛ ❞t❞ ❞❡ rss ✷✳✵✱ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ♣♦ssè❞❡ 30 é❧é♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ✭r❡♥♦♠♠❡r✱ ✐♥sér❡r✱ s✉♣♣r✐♠❡r
✉♥ ♥÷✉❞✱ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡t ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡✮✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♣♦✉r
❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ 63 ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞é✜♥✐s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞t❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s♦✐t à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ s♦✐t
à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛❣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐t❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ s✐t❡ ❋❧✐❝❦r ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ❝♦r♣✉s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ 12 ❡t 16 ❧❛❜❡❧s✳
❈❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡
❧❛❜❡❧s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ❞❡s s✐♠♣❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss ✷✳✵✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❡✛❡❝t✉é❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞t❞✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss
✷✳✵✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t t✐t❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞✉ t❡①t❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧
❛♥♥♦té✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r✱ s♦✉s ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r t✐t❧❡ ♦✉ ✐♥s❡rt❴t✐t❧❡ q✉❡ ❞❡s
s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s t❡①t❡ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t
✐t❡♠ ❞❡ ❧❛ ❞t❞ rss ✷✳✵ ❞♦✐t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t✐tr❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♣♦ssé❞❡r ✉♥ ✜❧s✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ①❤t♠❧ ❛♥♥♦té ♣❛r ✐t❡♠ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ✉♥
♥÷✉❞ t❡①t❡✱ q✉✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✜❧s✳
◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✈❛r✐❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦r♣✉s✱ ❡♥tr❡ 12 ❡t 16 ❧❛❜❡❧s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
❙♦✉r❝❡ Pré❝✐s✐♦♥ ❘❛♣♣❡❧ ❋✲♠❡s✉r❡
●♦♦❣❧❡ ❱✐❞❡♦ ✾✻✳✺✹ ✾✽✳✽✷ ✾✼✳✹✾
❙❧❛s❤❞♦t ✾✾✳✻✻ ✾✼✳✷✽ ✾✽✳✹✸
❋❧✐❝❦r ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❚❛❜✳ ✻✳✻ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① rss✳
❙♦✉r❝❡ ❈❤❡♠✐♥s ❙♦✉s✲❛r❜r❡ ❈❤❡♠✐♥ ❡t ❙♦✉s✲❛r❜r❡s
●♦♦❣❧❡ ❱✐❞❡♦ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❙❧❛s❤❞♦t ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❋❧✐❝❦r ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵
❚❛❜✳ ✻✳✼ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s rss ❣é♥érés✳
❘és✉❧t❛ts
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ✸✲❝r❢s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝r✐✲
tèr❡s ✿ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❣é♥érés ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❛tt❡♥❞✉s✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ✸✲❝r❢s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦r♣✉s
❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦r♣✉s✱ ❧❛ ♠❛❝r♦
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s F1✲♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛ été ❣✉✐❞é
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✭❛✉ ♠♦✐♥s 90%✮ ❛♥♥♦tés
♣❛r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡❧❡t❡ ❡t ❞❡❧❙❚✳ ▲❛ ❢♦rt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧❛❜❡❧s ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥tr❛î♥é
✉♥ ❜✐❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐❝r♦ ♠♦②❡♥♥❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡s 100% ❡♥
t❡r♠❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s 4 ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s t❡stés✱ ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧✳ ▲❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ♠ê♠❡ ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❋❧✐❝❦r✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡ ❝♦r♣✉s
❡st très ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉ré✱ ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧ ✐ss✉s ❞❡ ❋❧✐❝❦r✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ✭✐t❡♠✮
❞✉ ✢✉① rss ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s t❛❜❧❡❛✉✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛②❛♥t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❝❧❛ss ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st
✏❉❡t❛✐❧❘❡s✉❧t✑✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✸✲❝r❢s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞✉ ✢✉①
à ❣é♥ér❡r✳
◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✢✉① rss ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝✲
t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ✸✲❝r❢s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s❡❧♦♥ ❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té
❞✬❛r❜r❡s ✭❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✵✮ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✼✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ❧❡s ✢✉① rss ❣é♥érés s♦♥t ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❛tt❡♥❞✉s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥ts✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❛✐t ♣❛s
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r❢❛✐ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ①♠❧
❞❡ s♦rt✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦rt❛✐❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ✭❞❡❧❡t❡ ❡t ❞❡❧❙❚✮✱ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❛r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s
❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❧❡s ✢✉① rss ❣é♥érés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✐♥s✐
✻✳✸✳ ❖✉t✐❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❘❙❙ ✶✺✸
q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① rss ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✻✳✸ ❖✉t✐❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❘❙❙
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡t
♦✉t✐❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛♥♥♦t❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛❣❡❲❡❜ ✐ss✉❡ ❞✉ s✐t❡ s✉r ❧❡q✉❡❧
✐❧ ✈❡✉t ❣é♥ér❡r ✉♥ ✢✉① rss✳ ❈❡tt❡ ♣❛❣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉① rss ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sés s✉r ❝❡ s✐t❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✱ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s✐t❡ ❲❡❜ ✷✳✵ ❡♥ ❆❏❆❳ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ●❲❚✷✶ ✭●♦♦❣❧❡
❲❡❜ ❚♦♦❧❦✐t✮ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ●♦♦❣❧❡✳
✻✳✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈❡✉✐❧❧❡ ❣é♥ér❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐t❡ ●♦♦❣❧❡ ❙❝❤♦❧❛r✷✷ ✉♥ ✢✉① rss
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❛r✲
t✐❝❧❡s ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡q✉êt❡ ✏❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✑✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✜♥
❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛♥♥♦t❡r
♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ s✐t❡✱ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✢✉① s❡r❛ ❣é♥éré✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛♥♥♦t❡r ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✏♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✑ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs
✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ❞❛♥s
s❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✉♥ ♠❡♥✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t à ❛♥♥♦t❡r ✭t✐tr❡✱
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❧✐❡♥✱ ❛✉t❡✉r ♦✉ ✐♠❛❣❡✮✳ ❆✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣❛❣❡ à ❛♥♥♦t❡r✱
❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ●♦♦❣❧❡ ❙❝❤♦❧❛r ❧✐st❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✏▼❛✲
❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✑✳ ▲✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ t②♣❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✏t✐t❧❡✑✮ ❞❛♥s
❧❡ ♠❡♥✉ ❡♥ ❤❛✉t✱ ♣✉✐s ❡♥ ❝❧✐q✉❛♥t s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ t❡①t❡ à ❛♥♥♦t❡r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r
s✉r ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ t❡①t❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
♣♦rt❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❝❛❞ré❡ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r✐s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❡st ❛♥♥♦té❡✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st s✉r❧✐❣♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ t②♣❡✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ③♦♥❡s ❡♥
r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t✐tr❡s ❞❡s ❡♥tré❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❡♥ ✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ t❡①t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❧✐q✉❡r à
♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ss✉s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥é❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❛♥♥♦t❡r ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ q✉❛❧✐✜❡r❛ ❞❡
✏❝♦♠♣❧❡①❡s✑✱ ♦✉ ✐❧ ♣❡✉t ❧❛♥❝❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❝❧✐q✉❛♥t
s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ ✏❙❛✈❡✑✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ s❛✐s✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝r❢ q✉✐ s❡r❛
❛♣♣r✐s s✉r ❝❡tt❡ ♣❛❣❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t❡r♠✐♥é✱ ❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ✢✉① rss ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✷✶❤tt♣✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴✇❡❜t♦♦❧❦✐t
✷✷❤tt♣✿✴✴s❝❤♦❧❛r✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠
✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ rss✳
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛✐♥s✐ ❛♣♣r✐s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs ❣é♥ér❡r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✢✉① rss q✉✐ ❧✬✐♥tér❡ss❡ s✉r ❝❡ s✐t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❧✉✐ s✉✣t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❧❡ ❝r❢ ❡t ❞❡ s❛✐s✐r✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❞és✐r❡ ❣é♥ér❡r ✉♥
✢✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ❡st ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
✏❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✑✳ ■❧ s❛✐s✐t ❛✉ss✐ ❧❡ t✐tr❡ q✉✬✐❧ ❞és✐r❡ ❛ttr✐❜✉❡r ❛✉ ✢✉① rss ✿ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ t✐tr❡ ❡st ✧❣♦♦❣❧❡❈❘❋✧✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ✢✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦✉✈❡rt ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ✢✉① rss✳
❉✉r❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦✉✈❡rt ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❛✉tr❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ❝❡ ♠ê♠❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss à
♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❛♣♣❡❧é❡ ✏❉❛♣♣❡r ✿ ❚❤❡ ❉❛t❛ ▼❛♣♣❡r✑✷✸✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✛r❡
✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡ ❡t ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛✉ ❢♦r♠❛t rss✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛ts ①♠❧✱ t❡❧s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ●♦♦❣❧❡
▼❛♣s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡♥ t❡r♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❞❡s s✐t❡s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦✉ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❛②❛♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ très ❧é❣èr❡ ✭❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮ ❉❛♣♣❡r ❛ t❡♥❞❛♥❝❡
✷✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞❛♣♣❡r✳♥❡t
✻✳✸✳ ❖✉t✐❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❘❙❙ ✶✺✺
❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❋❧✉① rss ♣♦✉r ✏❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✑ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ rss✳
à s✉r❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥èr❡
✉♥ ✢✉① rss ❝♦rr❡❝t✳
✻✳✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧
P♦✉r ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❡♥ ❛r❜r❡s ①♠❧ ❛✉ ❢♦r♠❛t rss ♣❛r
❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✏♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥✑ ❞❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❞✬❡♥tré❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐
❞❡ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❞✉✐t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s
❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss q✉❡ s♦♥t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐t❡♠✱
t✐t❧❡✱ ❛✉t❤♦r✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♣✉❜❉❛t❡ ❡t ❡♥❝❧♦s✉r❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s✱ ♦✛r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✲
té❣ré ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ✭❧❛❜❡❧s ❞❡
t②♣❡ ✏♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❞✐t✐♦♥✑✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡ rss✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥t
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❞✬❛♥✲
♥♦t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞✉ t②♣❡ ❞❡❧❡t❡✱ ♦✉ ✐t❡♠✳ ❆✐♥s✐✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ❛♥♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞t❞ ❞❡
✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❳▼▲
rss✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ①s❧t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
✕ ✐❧ ❢❛✉t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♥÷✉❞s à s✉♣♣r✐♠❡r✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t
❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥ ✜❧s ❛♥♥♦té ❡t ❝❡✉① ❡♥ ❛②❛♥t✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❛♥♥♦tés
♣❛r ❞❡❧❙❚✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ❛♥♥♦tés
♣❛r ❞❡❧❡t❡✳
✕ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ r❡tr♦✉✈❡r q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥♥♦té ♣❛r ✐t❡♠✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞t❞ ❞❡ rss✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐t❡♠ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✜❧s ✭t✐t❧❡✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r
✐t❡♠ ❡st ❧❡ ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❞❛♥s s♦♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥♥♦té ♣❛r ✉♥ ❧❛❜❡❧
♣❛r♠✐ {t✐t❧❡✱❞❡s❝r✐♣t✐♦♥, . . .} ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣èr❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛♥♥♦tés ♣❛r
✉♥ ♠ê♠❡ ❧❛❜❡❧ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❲❡❜
❛♥♥♦té❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r
❧❡ ♣èr❡ ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s♦✐t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
✕ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❛♥♥♦t❡r ♣❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ✢✉①
rss✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❛♥♥♦t❡r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
①❤t♠❧ ❛✈❡❝ ❝❡ ❧❛❜❡❧✳
❈❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ✸✲❝r❢✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉① rss à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝r❢ ❞é❥à ❛♣♣r✐s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛♥♥♦t❡ ❧❡
❞♦❝✉♠❡♥t ①❤t♠❧ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ①s❧t ✈✐❡♥t
❛❧♦rs tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❛r❜r❡ ①♠❧ ❛✉ ❢♦r♠❛t rss ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡s
❧❛❜❡❧s✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ tr❛♥s♠✐s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
➚ tr❛✈❡rs ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s
①♠❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s✱ ❞❡
très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s
①♠❧ ♦r✐❡♥tés ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❝❡✉① ♦r✐❡♥tés ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▼❛✐s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡✱ à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝❡s
✸✲❝r❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡
❝❡ s♦✐t s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss✱ ♦✉ s✉r ❞❡s ❝♦r♣✉s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❳▼▲ ▼✐♥✐♥❣ ✷✵✵✻✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s
♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
très ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✶ ❇✐❧❛♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✕ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s ❀
✕ ❛❞❛♣té ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❀
✕ ❞é✜♥✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❀
✕ ❞é✜♥✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝r❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝r❢ ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s
♥÷✉❞s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱
♣♦ssè❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s
♦ù ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❡♥ ♥✬❛♥♥♦t❛♥t ♣❛s ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠✐❡✉①
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛❜❡❧s q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝r❢s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❝♦♥s✐st❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ à ❛♥♥♦t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✭é❧é♠❡♥ts✱ ❛ttr✐❜✉ts ❡t t❡①t❡s✮ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧
❞✬❡♥tré❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛rt✐ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ♥÷✉❞s
✐♥t❡r♥❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡
sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ✐♥❝❧✉s✱ à q✉❡❧q✉❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ♣rès✱ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡✳
P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✲
s✉✐t❡ ❛❞❛♣té ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✱ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé tr♦✐s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s
✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ ❯♥ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❛
♠♦♥tré à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t s❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✸✲❝r❢s ♣❡r✲
✶✺✼
✶✺✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts✱ t♦✉t ❡♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧✐♠✐té❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞✬❡♥tré❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❝r❢s ❡st
❝✉❜✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♦✉ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✐♥s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝r❢s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝r❢s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛❜❡❧s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝r❢s ❡st ❛✐♥s✐ ré❞✉✐t❡ ❛✐♥s✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t é❝r✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ s♦rt✐❡✮✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s
❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
r❡st❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✸✲❝r❢s ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥❧✐♥❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❝r❢ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧❛❜❡❧s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r❢s
❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s ♦✉ ❞✬✉♥❡
❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r ❝❡s ❧❛❜❡❧s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s
✸✲❝r❢s ét❛♥t ❝✉❜✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t✱ s❡❧♦♥ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✱ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✸✲❝r❢s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t✱
s♦✐t ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❙✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♦✛r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦✉ ❤✐ér❛r❝❤✐❡s✳
❊♥✜♥✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s ✸✲❝r❢s à ❞✐✈❡rs❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳ P❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t à
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❙❝❤❡♠❛ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥♦✉s ♦♥t ❛♠❡♥é
à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❲❡❜ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❡t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ rss s♦♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦s
tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ♣r♦✉✈❡ ❛✉ss✐✱ ❛✉① ❝ôtés ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s t❡❧s q✉❡ ❙q✉✐r✲
r❡❧ ❬❈❛r♠❡✱ ✷✵✵✺❪✱ q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛②❛♥t tr❛✐t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❲❡❜✳
✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✾
✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❙✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛♣♣✉✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦tr❡ t❤ès❡ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝r❢s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
♦♥t été✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❧❛♥❣✉❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❛rt✲❖❢✲❙♣❡❡❝❤✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s
❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣✉s ❛r❜♦rés s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ❞✬❆♥♥❡ ❆❜❡✐❧❧é
❬❆❜❡✐❧❧é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❤r❛s❡s ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❡①tr❛✐t❡s ❞✉ ❥♦✉r♥❛❧ ▲❡ ▼♦♥❞❡ ♦✉✱
♣♦✉r ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❧❡ P❡♥♥ ❚r❡❡❜❛♥❦ ❬▼❛r❝✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦r♣✉s✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛r❜r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s ♣❤r❛s❡s✳ ❯♥❡
tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s rô❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❝❡s ❝♦r♣✉s ❛r✲
❜♦rés✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ét❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✸✲❝r❢s s♦♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t
❡♥ ❝♦✉rs ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣✉s ❞✬❆♥♥❡ ❆❜❡✐❧❧é ❡t ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❙❡♠❛♥t✐❝
❘♦❧❡ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ ❈❖◆▲▲✬✵✺ ❬❈❛rr❡r❛s ❛♥❞ ▼❛rq✉❡③✱ ✷✵✵✺❪ ✭s✉r ❧❡ P❡♥♥ ❚r❡❡❜❛♥❦✮✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ✸✲❝r❢s ❛✉① 19
❛✉tr❡s s②stè♠❡s q✉✐ ② ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é ❡♥ ✷✵✵✺✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣♦✉r ❧❡s ✸✲❝r❢s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé ❞❡ ✸✲❝r❢s
s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❢♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❧✐st❛♥t ❞❡s
ré❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ❝❡s ♣❛❣❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛rt✐❝❧❡s
❡t ❧❡✉rs ❞ét❛✐❧s ✿ t✐tr❡✱ ❧✐st❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❞❛t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❥♦✉r♥❛❧✱ ❡t❝✳ ❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐st❡♥t ❞♦♥❝ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s à
♣❛rt✐r ❞✬❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ♥♦♥ ❛♥♥♦tés✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛♥♥♦tés
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭❣❛③❡tt❡❡rs✮ ❞❡ t✐tr❡s✱ ♥♦♠ ❞✬❛✉t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ❞❛t❡s✳ ❈❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♥❡
s♦♥t q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❡rr♦♥é❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s
♥✬♦♥t ♣❛s été tr♦✉✈é❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ ✸✲❝r❢ ❡st ❛♣♣r✐s s✉r ❝❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
❢❛✐t❡ ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
①❤t♠❧✱ ✈✐❡♥❞r♦♥t ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❉❡ ♣r❡♠✐èr❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❉❛♥✐❡❧ ▼✉s❝❤✐❝❦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼❛st❡r ✷✱ ♦♥t
✈❛❧✐❞é ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ♥♦✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♥t ❞♦♥❝ à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r ♣r♦❝❤❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛✉ss✐ ❡♥✈✐✲
s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❛♥s ❧❡s
✸✲❝r❢s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ✈✉❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❡t t❡①t✉❡❧❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧✱ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①❤t♠❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡s ❛r❜r❡s✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s
❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦❤ér❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡①t❡ ❛✣❝❤é ♣❛r ❧❡ ♥❛✈✐❣❛✲
t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧ ❞❡s ❛r❜r❡s ①❤t♠❧ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡sts
s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s t❡①t❡ ❝♦♥sé✲
❝✉t✐✈❡s ♠❛✐s ❛②❛♥t ❞❡✉① ♣èr❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❧❛❜❡❧
✶✻✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❛✛❡❝té à ❧✬✉♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❧❛❜❡❧ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐t ❛✐❞❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❝r❢s
s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s ✸✲❝r❢s✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✢✉① rss ♥♦✉s
❛♠è♥❡ à ré✢é❝❤✐r s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✸✲❝r❢s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♣❛rt✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❛♥♥♦tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s
♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛❣❡ ❲❡❜ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❢❛st✐✲
❞✐❡✉s❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡s ♣❛❣❡s ❲❡❜ ❣é♥éré❡s ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ✭✐t❡♠✮ ❞❛♥s ❝❡s ♣❛❣❡s
❞❡✈r❛✐t êtr❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✸✲❝r❢ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥♥♦✲
t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✬✐♥s♣✐r❡r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s
❬❈❛r♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮✳
❆♥♥❡①❡ ❆
●é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✬❡st ❛✈éré❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❛✐s♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥térêt ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦♥ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥
♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥éré ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t❡sts ❣é♥ér✐q✉❡s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ▲✬❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé✱ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r
❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ①♠❧✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ Gen q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S = {(xj,yj)}j=mj=1 ❝♦♠✲
♣♦sé ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 q✉✐
s❡rt ❞❡ s❡✉✐❧ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥éré❡s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s
♣❧✉s t❛r❞✳ ❊♥ s♦rt✐❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡♥t ✈r❛✐ s✐ ❧❡✭s✮ t❡st✭s✮ s✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ t❡st s✉r
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts✳
❆✳✶ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t
❆✈❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✈✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛ttr✐❜✉ts
s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❡t ♥❡ ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ♣❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❛♥♥♦t❡r ✿ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♥✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣ré✲❝❛❧❝✉❧és ❛♣✲
♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r
✶✻✶
✶✻✷ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ t❡①t✉❡❧✳ ▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❆✳✶ ❡t ❆✳✷ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ❝❡✉①✲❝✐✱
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞é❥à ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts✳
❆ttr✐❜✉t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
♥❜❈❤✐❧❞r❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞
❞❡♣t❤ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ♥÷✉❞
❝❤✐❧❞P♦s ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✜❧s ❞❡ s♦♥ ♣èr❡
❚❛❜✳ ❆✳✶ ✕ ❆ttr✐❜✉ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❆ttr✐❜✉t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s❈♦♠♠❛ ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✈✐r❣✉❧❡
❝♦♥t❛✐♥s❈♦❧♦♥ ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✏ ✿✑
❝♦♥t❛✐♥s❙❡♠✐❈♦❧♦♥ ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✏ ❀✑
❝♦♥t❛✐♥s❆♠♣❡rs❛♥❞ ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❡s♣❡r❧✉❡tt❡
❝♦♥t❛✐♥s❆r♦❜❛s ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❛r♦❜❡
✐s❯♣♣❡r❈❛s❡ ❧❡ t❡①t❡ ❡st ❡♥ ♠❛❥✉s❝✉❧❡s
✜rst❯♣♣❡r❈❛s❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✉ t❡①t❡ ❡st ❡♥ ♠❛❥✉s❝✉❧❡
♦♥❧②❉✐❣✐ts ❧❡ t❡①t❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s
♦♥❡❉✐❣✐t ❧❡ t❡①t❡ ❡st ✉♥ ❝❤✐✛r❡ s❡✉❧
❝♦♥t❛✐♥s❉✐❣✐ts ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❤✐✛r❡s
❧❡♥❣t❤ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ t❡①t❡
r♦✇❍❡❛❞❡r ✈❛❧❡✉r t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲têt❡ ❞❡
❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❤t♠❧✮
❝♦❧✉♠♥❍❡❛❞❡r ✈❛❧❡✉r t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲têt❡ ❞❡
❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❤t♠❧✮
❚❛❜✳ ❆✳✷ ✕ ❆ttr✐❜✉ts t❡①t✉❡❧s ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❆✳✷ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
t❛❜❧❡
tr
t❞ t❞
✐t❡♠
⊥
⊥ t✐t❧❡
❋✐❣✳ ❆✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝
❆✳✷✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✶✻✸
❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ σ✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ F ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡①❡♠♣❧❡ (xj,yj) ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C(yj) ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ yj✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ c ∈ C(yj) ❡st ❛❧♦rs ❣é♥éré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉❝✉♥ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛✐s
q✉✐ t❡st❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❧❛❜❡❧s yc ❞❛♥s ❧❛ ❝❧✐q✉❡ c ❝♦♥s✐❞éré❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
✭s✐♠♣❧✐✜é✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ✿
f
(2)
k (yn, yni,x, n) =
{
1 s✐ yn = ✐t❡♠, yni = ⊥
0 s✐♥♦♥
f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, n) =
{
1 s✐ yn = ⊥, yni = ⊥, yn(i+1) = t✐t❧❡
0 s✐♥♦♥
■❧ ♥✬❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞✳
❊♥s✉✐t❡✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ c ❞♦♥♥é❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ n✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ t❡st s✉r ❧❡s ❧❛❜❡❧s yc ❡t ❞✬✉♥ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
x s♦♥t ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s t❡sts s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
x s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P (xk)✱ ♦ù xk ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Nv(xn) ❞❡s ❛♥❝êtr❡s ❡t ❢rèr❡s
❞✉ ♥÷✉❞ xn q✉✐ s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à v✱ ❡t ♦ù P ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
Nv(n) ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ xn✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡ xn✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ①♠❧ ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❛r❜r❡s ❞✬❛r✐té ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ v✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts P s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ❞✉ t②♣❡ xn = a✱ ♦ù a ∈ X ✳ ❆✈❡❝ ❝❡ t②♣❡
❞❡ t❡st✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿
f
(1)
k (yn,x, n) =
{
1 s✐ yn = ✐t❡♠, xn = t❛❜❧❡
0 s✐♥♦♥
f
(3)
k (yn, yni, yn(i+1),x, n) =


1 s✐ yn = 0, yni = 0, yn(i+1) = t✐t❧❡
❡t ❧❡ ♣èr❡ ❞❡ xn ❡st t❛❜❧❡
0 s✐♥♦♥
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❞❡ t❡sts s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡s
t❡sts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ①♠❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❤r❡❢ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❤t♠❧✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s ✿
f
(1)
k (yn,x, n) =
{
1 s✐ yn = t✐t❧❡, ❡t xn ❛ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❝❤✐❧❞P♦s= 2
0 s✐♥♦♥
✶✻✹ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
f
(2)
k (yn, yni,x, n) =


1 s✐ yn = 0✱ yni = t✐t❧❡
❡t xn ❛ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♥❜❈❤✐❧❞r❡♥= 2
0 s✐♥♦♥
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥éré❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s fk ∈ F s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω(fk, S) ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st
❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ S ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s fk r❡t♦✉r♥❡ ✈r❛✐ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡ t❡st s✉r ❧✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t
fk ❡st s❛t✐s❢❛✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ t❡st s✉r
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ✈r❛✐✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♥✬❛ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ω(fk, S) ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s fk✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ σ ♣❛ssé ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ s♦♥t
❡♥s✉✐t❡ é❧✐♠✐♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳
❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡
❛②❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✳
❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❡st ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
❊♥tré❡✿ ❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ {(xj,yj)}j=mj=1 ✱ ✉♥ s❡✉✐❧ σ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t
✷✿ F = ∅
✸✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (xj,yj) ∈ S ❞♦
✹✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c ∈ C(yj) ★ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ yj ❞♦
✺✿ ❆❥♦✉t❡r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à yjc
✻✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡st t s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞♦
✼✿ res = eval(t,xj, c)
✽✿ f = genFct(yjc , t, res) ★ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ t❡st❡ ❧❡s ❧❛❜❡❧s yc ❡t
q✉✐ ✈ér✐❢✐❡ q✉❡ ❧❡ t❡st t ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r res
✾✿ ❆❥♦✉t❡r f à F
✶✵✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✶✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F
✶✹✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à σ
❙♦rt✐❡✿ F
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✶✲❝r❢s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s à 1 ♥÷✉❞s
❛✈❡❝ ✉♥ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥éré❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷✲❝r❢s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ✏♣èr❡✲✜❧s✑ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✐r
✉♥ t❡st s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ✸✲❝r❢s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s
❆✳✸✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ✶✻✺
❝❧✐q✉❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛❥♦✉té❡s✱ ❡t ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ t❡st ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❆✳✸ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s
❙✬✐❧ ❡st très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡s ♣❛ss❡ s♦✉✈❡♥t
♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ✳
❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❬▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t
❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✉t✐✲
❧✐sé❡s✱ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬P✐❡tr❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ tr❛✐t❛♥t ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡✳
✶✻✻ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬❆❜❡✐❧❧é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❆❜❡✐❧❧é✱ ❆✳✱ ❈❧é♠❡♥t✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❚♦✉ss❡♥❡❧✱ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚r❡❡❜❛♥❦s ✿ ❇✉✐❧✲
❞✐♥❣ ❛♥❞ ❯s✐♥❣ P❛rs❡❞ ❈♦r♣♦r❛✱ ❝❤❛♣t❡r ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❚r❡❡❜❛♥❦ ❢♦r ❋r❡♥❝❤✱ ♣❛❣❡s ✶✻✺✕✶✽✽✳
❑❧✉✇❡r✱ ❛❜❡✐❧❧é ❡❞✳ ❡❞✐t✐♦♥✳
❬❆✇❛st❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❆✇❛st❤✐✱ P✳✱ ●❛❣r❛♥✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❘❛✈✐♥❞r❛♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♠❛❣❡ ♠♦❞❡✲
❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ tr❡❡ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■ ✷✵✵✼✮✱ ♣❛❣❡s ✷✵✻✵✕✷✵✻✺✳
❬❇❡r❣❡r✱ ✶✾✾✾❪ ❇❡r❣❡r✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❡①t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
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